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 2Z¨%686 � © � 0 «BC�«�6 5 ª � U «�ª�«�0�S «VU�¨%0:W#X � ¨ 3 « C�«�0:0 «B2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � ©
« 3 ¨%0 §�ª�«
0^S �43 §�«�ª8UaG[0:0 ¨BC � UaG[0 � C � §PQBC�«�0404G�§�«�¨ ª � G C ��M «(G 3 6�. e�«�0`6�« 5 ¨ 3 C�¨�« 3 «�0 §�«�ª]X ¨ 5 G[2 � §�¨%0 ¨ j,G ª�«�7]¨ W 3 G
«�6�§�«�6PG�2ZG 3 ¨ ªPG[7 �45 GR6]W � 7]«w§�¨DC � 6�§�Gr§ � 6�§ �45 � Ga2#2#0 �:5 Gr§ � Ga040 ¨<6�§]W#C � ¨�C�«�0:0 « 6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«Y68W�9 ªPG 3 Cy«
6 5 G[0bGq. E ª]G � UaG ª � 7]«w§�¨DC � y 3 ¨HGaCp¨%9%9 � W�§ � 0 � X�X(Gr§ � �:3 0 « §�§�« ªPGr§]W�ªPG �:3 §�ª�¨DC#W�ª�ª�«�7�¨L0 « j�W 3 X � ¨ 3 �

C � 5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « � �T5 ¨ 3 §�«�9%9 � �:3 5 «�040 « �F0^SJG 3 Ga0 � 6 � j ª]Gr§�§PG[0 «���04G}6�§�G�§ � 6�§ �:5 G�C�«�0 9�« 3 Wd6�. E G ª�«�7�¨
�43 6�«�9%W � §�¨rW 3 G 2 �	� Ga2#2�ª�¨aj ¨ 3 C � §�GrC � 6 5 W#6]6 � ¨ 3 «}Cy« � 7�« §�¨qC � C�«�0 7 �:3 � 7HG[0T682ZG 3#3 �:3 9 §�ª�«�«��
C�«�040^SJG 3 Ga0 � 6 � C � 2Z« ª 5 ¨%0bG[X � ¨ 3 « ��C�«�0:0 «hj�W 3 X � ¨ 3 � C � 6�§�ª]Wy§�§PW�ª]G��dCy«�0404G<6�§�Gr§ � 6�§ �45 G<Cy«�0wz�WZGaC�ª]W#2
¨%0 ¨
«sC�«�040 «r6�§PGr§ � 6�§ �45 ��« C�«�9%0 � Ga040 �:3 «(Ga7]« 3 § � . e1«�0 z�WZG ª�§�¨ 5 Ga2 � §�¨%0 ¨|2�ª�«�6�« 3 §�«�ª�«�7�¨ � 0_7�« §�¨qCy¨
6�«�9%W � §�¨r2
«�ª 5 ¨%6�§�ª8W � ª�«�0 «�C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � CZG 3 ¨ � G 3 G[0 � X�X(G�§�«[.�e�« �B5 G[2 � §�¨%0 � z�W �43 §�¨�� 6�«�6�§�¨ «
6�«w§�§ � 7�¨L7]¨[6�§�ª�«�ª�«�7�¨ � ª � 6]Wd0 §�G�§ � ¨ §�§�« 3 Wy§ � Gr§�§�ªPG(U�« ª]6�¨ � 7]«w§�¨DC � 6�§�Gr§ � 6�§ �45 � CZG 3 ¨ � G[2d2#0 �:5 Gr§ � .
\�¨ 3#5 04W#Cy«�ª�«�7]¨fz�W �:3 C ��5 ¨ 3 W 3 G�©yª�«�U «RC � 6 5 W#6]6 � ¨ 3 «>9�« 3 «�ª]G[0 «YCy« � ª � 6]W#0 §�Gr§ �w5 ¨ 3 6�«�9%W � § � .
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/10 j ¨�ª87�G[0 � 687]¨�� 5 ��«p§�ª]Gs2Z¨ 5 ¨ Cy«�6 5 ª � U�«�ª�«�7�¨��:ª � 9%WZG ª8CZG 3 §�«;0�S «VU�¨%0:W#X � ¨ 3 «;Cy«�040 «�2
«�ª�§PW�ª g
©ZG[X � ¨ 3 � «}0bG 3 G[6 5 � §�GsC�«�040 «}9%G[0bG[686 � « �T2
¨%9%9 � Gs6]W W 3 � 7�2Z¨�ª�§�G 3 §�«;2Z¨[6�§PWd0bGr§�¨#x � � 
 ����
"! � 
 � �
! � � � � � � ���#! �`. �T686�¨}G � «�ª87�G 5 ��«=6]W 9�ªPG 3 C � 6 5 Ga0 « 5 ¨ 3 ©#W�¨ 3 G�G[2#2yª�¨%686 � 7HG[X � ¨ 3 «Y0�SJW 3 � U «�ª]6�¨

#¨%7�¨%9�« 3 «�¨�«�C � 6�¨ §�ª�¨%2Z¨�� 5 � ¨�
 3 ¨ 3 U � 6 � �43#5 ¨ 3 §�ª]G 3 ¨f2Z¨[6 � X � ¨ 3 � ¨�C � ª�«�X � ¨ 3 � 2�ª � U � 0 «�9 � Gr§�«[.

� 3 G�9 � Wd6�§ � y 5 GaX � ¨ 3 «>C � § � 2
¨fyZ0 ¨%6�¨[y 5 ¨;G�§PG[0 «>2�ª �43#5 � 2 � ¨�j�W �43 � X � G[047�« 3 §�« j ¨�ª]7RW#0bGr§PG�CZG
� � 0 3 « 3 «�0 ¬®­[I`?��&«�68W 5�5 «�6]6 � UaG[7�« 3 §�«�ª � 2�ª�«�6PG;C#G ��¨ 3 C � �%$1¨�iD0 «�«f{3¨%0:C!. �T686PG}6 � ©#G[6PG}6]Wd0
j,Gr§�§�¨ 5 ��«�ª � 68W#0 §�«�ª�«�©�©
«�ª�¨ �:3 G[2#2d0 �45 G © � 0 � 0 « 0 «�9%9 � C�«�0:0bGvyZ6 �45 G�� ¨%9%9 �#3 ¨ §�«��'&1z�W �)( «�C*&t¨�ª]G ( z�WZG�g
0 ¨ ªPG�ª � 6]Wd0 §�Ga6]6�« ª�¨YC � � « ª�« 3 § � 0 « 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 � yZ6 �45 ��« &10bQ ( «�C+& G[040 ¨�ªPG ( .F��«�9%W�« 3 C�¨=W 3 G�§�G[0 « 0 �:3 «(G
C � 2Z« 3 6 � «�ª�¨}6 � 9 � W 3 6�«�G[0404Gfj ¨ ª]7LW#04G[X � ¨ 3 «>C�«�0 
 ����
"! � 
 � � ! � � � � � � ���#! � 
 � �-, � � � ��x_0�SJW 3 � U «�ª]6�¨

v7�«�C � G[7�« 3 §�«�¨%7�¨%9�« 3 «�¨)«�C � 6�¨r§�ª�¨[2Z¨ �43 ¨%9 3 � C � ª�«�X � ¨ 3 «�«�C 
v6�«�7H2yª�«vW#9[WZG[0 « GR6�« 6�§�«�6]6�¨#.
� 6�«�9[W � §�¨HC �F5 � �.$1¨�iD0 « 3 «�0:¬®­aN`��«�$1¨�iD0 «�«=e G ª80 � � G ª 3 «�0:¬®­�¯[I�2�ª�¨%2
¨%6�« ª�¨�04G)§�«�¨ ª � GfC�«�040 ¨
6�§PGr§�¨ 6�§�G[X � ¨ 3 G ª � ¨#. �m¨[0 §�¨r2�ª�«�6�§�¨ 2
«�ª � §�G[0 «�7�¨qCy«�040 ¨�j�W G 5�5 G 3 §�¨ 3 Gr§�¨ �43 z�WZG 3 §�¨ 7�Ga0B6 �
G 5�5 ¨�ª8CZG(U[G 5 ¨ 3 � ª � 68W#0 §PGr§ � Cy«�040 «�¨%6]6�«�ª8UaG[X � ¨ 3 � 68W#0 j ¨ 3 C�¨ 5 ¨%687 �:5 ¨�C�«�0:0 «f7 �45 ª�¨�¨ 3 C�« �F68W#0404G
C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «vC�«�040 «3ª]G[C � ¨%6�¨�ª89�« 3 § � «>6]W#0:0^SJG ©�©
¨ 3 CZG 3 X(GLC�«�040^S «�0 � ¨#.

K>«v7 � 9%0 � ¨�ª � 9 � Wd6�§ � y 5 GaX � ¨ 3 � C�«�0�2�ª �:3#5 � 2 � ¨ 5 ¨[6]7�¨%0 ¨%9 �45 ¨<6�¨ 3 ¨L2
«�ª��RC �w3 G�§PW�ª]G�¨%6]6�«�ª�U[G�§ � g
UaGd.TKFGY2 �	� � 7H2
¨�ª�§PG 3 §�« C � §]Wy§�§�« 
�6 �45 W�ªPG[7�« 3 §�«�0�S � 6�¨ §�ª�¨%2 � G_Cy«�0Zj ¨ 3 C�¨>C � 7 �45 ª�¨�¨ 3 C�«�� 5 ��« 

C�«�040^S ¨�ª8C �43 «BC�«�0 ¬��0/;.��_0 §�ª�« 5 ¨ 3 j «�ª87]« ¨[6]6�« ª8UaGr§ � U�« 5 � U�« 3 9�¨ 3 ¨<C#G[0404G_UaG[0 � C � §PQ�C�«�0404G 0 «�9%9�« C �
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$_Wy©�©#0 «
« C�«�040 « ª�«�04G[X � ¨ 3 � 7�G[9 3 � §]W#C �43 «Vgkª�«�C#6 � � j § ~ � 
�� �*« 3 Wd7]« ª�¨ag ª�«�Cd6 � � j §_~�� 
�� �;ª�«�0bG�§ � U «hG
5 04G[6]6 � ¨%7�¨%9�« 3 «�«>C � ¨%9%9�«w§�§ � ~,9`G[04G[6]6 � «��ZG[7�7�G[686 � C � 9%G[0bG[686 � « ��ª]G[C � ¨[6�¨�ª89�« 3 § � �#z�WZG[6]G ª �F.�.�.�� �
5 ��«�6�¨ 3 ¨bª�«�04G[X � ¨ 3 � UaG[0 � C�«�6�¨%0 ¨ 3 «�0 5 G[6�¨ �43	5 W � 0^SOW 3 � U�«�ª86�¨ 
f¨%7�¨%9�« 3 «�¨e«�C � 6�¨ §�ª�¨%2
¨ 6]W
9�ª]G 3 C�«>6 5 G[0bGq.
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K>«b«�zDW#G[X � ¨ 3 � j ¨ 3 CZGa7]« 3 §PG[0 � CZG[040 « z�WZG[0 �>E ª � «�Cd7�G 3d3 2#G ª�§! L2Z« ªmª �45 G(UaG ª�«|0 «p2�ª�¨%2yª � «
«�z�WZGaX � ¨ 3 ��5 ¨%687]¨%0 ¨%9 �:5 ��«T6�¨ 3 ¨ 0 «$«�z�WZGaX � ¨ 3 � C � � �:3 6�§�« �:3 .#"vW�«�6�§�SJW#0 § � 7]«TyZ686PG 3 ¨_0bG
ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
«�6 � 6�§�« 3 §�«�§�ª]G 0bG�7�« §�ª �45 G�C�«�040 ¨ 682ZG[X � ¨h§�«�7�2Z¨

gij(xk)
~ �%$'&($ �*) ����¬ � @�� I`�3« � 0�§�« 3 6�¨�ª�«

« 3 «�ª]9 � G g 7]¨%7�« 3 §�¨
Tij(xk)

C�«�040bGL7HGr§�«�ª � G gk« 3 «�ª89 � Gqx

Rij −
1

2
gijR = −8πG

c4
Tij,

~t¬%. @D. ¬��
¨�U�«

Rij

«
R
6�¨ 3 ¨-ª � 682Z«w§�§ � UaG[7]« 3 §�« � 0 §�« 3 6�¨�ª�« «r0 ¨)6 5 G[0bGrª�«rC � " �45�5 � �

G

s04G 5 ¨%6�§PG 3 §�«

9�ª]G�U � §�G[X � ¨ 3 Ga0 «>W 3 � U�«�ª86PG[0 «�«
c

R0bGHU «�0 ¨ 5 � §�Q�C�«�0:0bG�0:W 5 « 3 «�0�UDW�¨r§�¨#.>/ 3 5 ¨[6]7�¨%0 ¨%9 � G � 0�§�« 3 g

6�¨ ª�«)« 3 «�ª89 � G g 7]¨[7]« 3 §�¨f2 �	� Wd6PGr§�¨ 
Rz�W�«�040 ¨ 5 ��«�C�«�6 5 ª � U « � 0 5 ¨[7H2
¨�ª�§PG[7�« 3 §�¨HC � W 3,+ W � Cy¨
2
«�ª8j «w§�§�¨��

Tij = −pgij + (p+ %c2)UiUj,
~t¬%. @D. @%�

�43f5 W � 
 
h04G>2yª�«�686 � ¨ 3 « � %c2 
h0bGYC�« 3 6 � §�QYC!S « 3 « ª]9 � G<Cy«�0404Gv7�Ga6]6PG>G#ª � 2Z¨%6�¨3« Uk


h0bGYz�WZG[Cyª � g
U�«�0 ¨ 5 � §�Q 3 ¨�ª]7HG[0 � X�X�Gr§�G �:3 7�¨qCy¨h§PG[0 «�2Z« ª 5 W �

UiU
i = 1

. � � 2#W�� C � 7�¨%6�§�ªPGrª�« ��2ZG ª�§�« 3 C�¨
CZG�6�«�7�2#0 �45 �F5 ¨ 3 6 � C�«�ª]G[X � ¨ 3 � 9�« ¨%7]«w§�ª �45 ��«�«R6�« 3 X�G�ª �:5 ¨�ª�ª�«=G[040�SJW#6�¨HC � G[0 5 W 3 G]«�z�WZGaX � ¨ 3 «RC �

5 Ga7H2
¨�� 5 ��«�6�« � 0#2yª �43d5 � 2 � ¨ 5 ¨[6]7�¨%0 ¨%9 �45 ¨�
 UaG[0 � C�¨��[0bGY7]«w§�ª �45 GYC�«�040 ¨Y6]2ZG[X � ¨ag §�«�7H2
¨ 
�z�W�«�0404G
C � "�¨ ©Z« ª�§P6�¨ 3 g.-�G[0 � « ª�. ��« 3 «�0404G)~t¬%.A@q. ¬��>6�¨%6�§ � §PW � G[7�¨�0bG 6�¨%2�ª]G 5 � §�Gr§PG�7�« §�ª �45 G��@«�6]2yª�«�686PG
7�«�C � G 3 §�«Y0^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «

ds2 = gijdx
idxj = (cdt)2 − a(t)2

[

dr2

1 −Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]

,

¨�U�«
r
�
θ
«
ϕ
6�¨ 3 ¨|0 « 5 ¨�¨�ª8C �43 Gr§�«}2
¨%0bGrª � 5 ¨%7�¨�U�« 3 § � �

t

 � 0$§�«�7H2
¨ 2�ª�¨[2�ª � ¨��

a(t)

�W 3 G

j�W 3 X � ¨ 3 «}C�« §�§�G j,Gr§�§�¨�ª�«;C � 6 5 Ga0bG�� 0bG 5 ¨%6�§PG 3 §�«
K


 � 0 2ZG ª]G[7�« §�ª�¨ C � 5 Wyª8UaGr§PWyªPG «
i, j =

0, 1, 2, 3
. E G 5 « 3 C�¨�G[6]68W#7]« ª�«RG

K
� UaG[0 ¨�ª � g ¬ �����*¬ �Zª �45 G(U � Ga7]¨f0 «>6�«�9%W�« 3 § � ª�«�04G[X � ¨ 3 � 2
«�ª

0 « 5 ¨%7�2Z¨ 3 « 3 § � §�«�7�2Z¨ag §�«�7H2
¨��D6]2ZG[X � ¨ag §�«�7H2
¨�«>6]2ZG[X � ¨ag 6]2ZGaX � ¨)§�«�7�2Z¨�ª � 6]2
« §�§ � U[Ga7]« 3 §�«[x

ä = −4π

3
G
(

% + 3
p

c2

)

a
~t¬%.A@q.AI%�
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 � � � c

ȧ2 +Kc2 =
8π

3
G%a2 ~t¬%. @D.JN��

aä + 2ȧ2 + 2Kc2 = 4πG
(

%− p

c2

)

a2.
~t¬%. @D. ?%�

K>«:ª�«�04G[X � ¨ 3 � ~�¬%.A@q.JI`� «_~�¬%.A@q.ON���2�ª�« 3 C�¨ 3 ¨ � 0 3 ¨%7�«TC � «�zDW#G[X � ¨ 3 �`5 ¨[6]7�¨%0 ¨%9 �45 ��« C �`E ª � «�C#7HG 3#3 .
� � 2#W��fU «�ª � y 5 G ª�« 5 ��«>0bG�2�ª � 7HG 
#ª �45 G(U[Gr© � 0 «vCZG[0:0bGR6�« 5 ¨ 3 CZG]ª �45 ¨�ª]CZG 3 C�¨�0bG�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «

d(%c2a3) = −pda3,
~t¬%. @D. ¯`�

0bG�z�WZG[0 «�C�«�6 5 ª � U�« � 0 5 G ªPGr§�§�« ª�«}G[C � G ©ZG�§ �45 ¨ Cy«�040�S «�6]2ZG 3 6 � ¨ 3 «�Cy«�040�SJW 3 � U «�ª]6�¨#. / 3 7�¨%0 § �T5 G[6 �
2
«�ª � + W � C � 2Z« ª8j «w§�§ � 0^S «�z�WZG[X � ¨ 3 «�C � 6�§�Gr§�¨�
p«�6]2yª � 7 � © � 0 «�¨|G[2#2yª�¨%686 � 7HG © � 0 «f7�«�C � G 3 §�«;04G
ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

p = w%c2,
~t¬%. @D. c%�

¨�U�« � 0�2ZG ª]G[7�« §�ª�¨
w

�W 3 G 5 ¨%6�§PG 3 §�« 5 ¨%7H2yª�«�6]G 3 «�0:0^S �43 §�« ª8UaG[040 ¨HC ��� «�0:C�¨�U �45 �

0 ≤ w ≤ 1
.

/ 3 6�«�9%W � §�¨�j,G ª�«�7]¨�6�«�7H2yª�«�ª � j « ª � 7]« 3 §�¨�GHC#W�«=2ZG ª�§ �45 ¨%0bGrª � UaG[0 ¨�ª ��5 �y«R0bG 5 ¨[6�§�G 3 §�«R2#W��;G[6 g
6]Wd7]« ª�«[x

w = 0
� 5 �y«mª]G[2#2�ª�«�6�« 3 §�G � 0 5 Ga6�¨|C � W 3 9`G[6f2Z« ª8j «w§�§�¨ 5 ¨[6�§ � §PW � §�¨ CZG W 3 + W � C�¨

C � 2ZG ª�§ �45 «�0:0 « 3 ¨ 3 ª�«�04Gr§ � U � 6�§ �45 ��«�G(U�« 3 § � 7HG[6]6]G
mp

� C�« 3 6 � §�Q
%m

«h§�«�7�2
«�ªPG�§PW�ª]G ��� 2Z« ª
«�6�«�7�2 � ¨ W 3*+ W � C�¨sC � 2
¨%0:U «�ª�« ��«

w = 1/3
� 5 ��«HC�«�6 5 ª � U�« � 0 5 G[6�¨sC � W 3*+ W � C�¨sC � 2ZG ª�§ � g

5 «�040 «<Wd0 §�ª]G ª�«�0bGr§ � U � 6�§ �:5 ��« � 3 ¨ 3 C�«�9�« 3 « ª � «�C �:3 «�z�W � 0 � ©�ª � ¨�§�« ª]7�¨qC �:3 G[7 �45 ¨��#G[Cm«�6�«�7�2 � ¨HW 3
9`G[6<C � j ¨ §�¨ 3 � . �vG[0:0 «�ª�«�0bG[X � ¨ 3 � ~�¬%.A@q.Ac%�2«s~t¬%. @D. ¯`� � �:3 C �:5 G 3 Cy¨ 5 ¨ 3

%0w

0bG}C�« 3 6 � §�Q Gr§�§]WZG[0 «
C�«�040^SOW 3 � U�« ª]6�¨��#6 � ª �45 G(UaG 5 ��«

%a3(1+w) = cost = %0wa
3(1+w)
0

~t¬%. @D.A�`�
« �43 2ZG ª�§ �:5 ¨%04G ª�«_6 � �ZGf2Z« ª W 3 � U�«�ª86 � C � 7HGr§�« ª � G g12
¨%0:U «�ª�«

w ' 0

%a3 ≡ %ma
3 = cost = %0ma

3
0

«>2Z« ªhW 3 � U «�ª86 � C � ª]G[C � GaX � ¨ 3 «
w = 1/3

%a4 ≡ %ra
4 = cost = %0ra

4
0.

� 3 G}2�ª�¨%2�ª � « §PQ 5 ¨%7LW 3 «fGN§PWy§�§ � 9%0 � W 3 � U�« ª]6 �T5 ¨%6�§ � §]W � § � CZG}W 3 + W � C�¨ 5 ¨ 3
0 ≤ w ≤ 1
�z�W�«�0:0bG C � 2
¨%6]6�«�C�« ª�«�W 3 � 6�§PG 3 §�«�C � 6 �:3 9�¨%04G ª � §�Q �43 5 ¨�ª�ª � 6]2
¨ 3 C�« 3 X(GpC�«�0 z�WZGa0 « � 0 2#G ªPG g

7�« §�ª�¨rC � «�6]2ZG 3 6 � ¨ 3 «�6 � G 3d3 Wd040bGf«�04G�Cy« 3 6 � §�Qf§�« 3 C�«}G[0:0^S �43 y 3 � §�¨#. � 3 §�Ga0 « � 6�§�G 3 §�«�U � « 3 «
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¨ §�« ª 7�«�9%0 � ¨<6�§]W#C � Grª�« 0 «_2yª�¨%2�ª � «w§�Q=Cy«�040�SJW 3 � U «�ª]6�¨
�43 2�ª�¨%6]6 � 7 � §PQLC � §�G[0 « � 6�§�G 3 §�« �:3 §�ª�¨DC#W 5 � G[7�¨ � 0!2ZG ª]G[7]«w§�ª�¨�C � C�« 3 6 � §PQ 3 «�0F6�«�9%W�« 3 §�«=7�¨qCy¨
Ωw = %0w/%0cr

�y¨�U «
%0w

«
%0cr

6�¨ 3 ¨�ª � 6]2
« §�§ � U[Ga7]« 3 §�« 04GLC�« 3 6 � §PQfCy«�0404GR7HGr§�« ª � G�¨%6]6�«�ª8UaGr§PG
«vC � z�W�«�0:0bG 5 ª � § �45 GRGr§�§PWZG[0 «[. / 3 G[0 §�ª�«_2ZGrª�¨%0 «

Ωw
�:3 C �:5 G 5 � 6�«Y04G=7HGr§�« ª � G 5 ��«3ª � W#6 5 � Ga7]¨RG[C

¨%686�«�ª�UaG ª�« 
_68W�� 5 � « 3 §�«�2Z« ª Grª�ª�«�6�§PG ª�«��D2
«�ª 7�«�X�X ¨=Cy«�0404Gvj ¨�ª]X�G>9 ªPG(U � §�GaX � ¨ 3 G[0 «��%0^S «�682ZG 3 6 � ¨ 3 «
C�«�040^SOW 3 � U�« ª]6�¨d. ��«

Ωw < 1
0�SJW 3 � U «�ª]6�¨H6 � «�6]2#G 3 C�« ªPQ�Ga040^S �43 y 3 � §�¨��D7]« 3 §�ª�«<6�«

Ωw > 1
G[C W 3

5 « ª�§�¨H0�S «�6]2ZG 3 6 � ¨ 3 «>6 � G ª�ª�«�6�§�« ªPQ�«<0�SJW 3 � U «�ª]6�¨]ª �45 ¨%0404G[6]6�«�ªPQL68W 6�«=6�§�«�6]6�¨d. �*« ª
Ωw = 1

0^SOW 3 � g
U�« ª]6�¨ �ZGf7�Ga6]6PG�68W�� 5 � « 3 §�«R2
«�ª
ª]G[040 « 3 §�G ª�«v0bG�2�ª�¨%2�ª � G�«�682ZG 3 6 � ¨ 3 «>7HG 3 ¨ 3 2Z« ª_Grª�ª�«�6�§PG ª]04G
C�«�0�§PW�§�§�¨ «]ª �:5 � � W#Cy«�ª]6 � 68W	6�«}6�§�«�686�¨#. " � 6 5 ª � U � G[7�¨���2
«�ª 5 W � �T0bG)~�¬%.A@q.ON��
�;§�« 3 « 3 C�¨ 5 ¨ 3 §�¨
C�«�040bG�~t¬%.A@q.A�%�
� 3 « � 6�«�9%W�« 3 § � 7�¨DC �

(

ȧ

a0

)2

= H2
0

[

Ωw

(

a0

a

)1+3w

+ (1 − Ωw)
] ~t¬%. @D. ­`�

H2(t) = H2
0

(

a0

a

)2 [

Ωw

(

a0

a

)1+3w

+ (1 − Ωw)
]

,
~�¬[. @q. ¬��`�

¨�U�« 5 ¨ 3
H(t) = ȧ/a

U � « 3 « �43 C �45 Gr§�¨ � 0_UaG[0 ¨�ª�« C�«�0:0bG 5 ¨%6�§PG 3 §�« C � $�W�©�©#0 « G[0�§�«�7�2
¨
t9�« 3 «�ª �45 ¨�« 5 ¨ 3

a0

«
H0

� UaG[0 ¨�ª � Cy«�0�2ZG ªPGa7]«w§�ª�¨=C � «�682ZG 3 6 � ¨ 3 «1« C�«�0404G 5 ¨%6�§PG 3 §�« C � $�W�©�©#0 «
G[0:0^S «�2
¨ 5 G<G�§�§PW#G[0 «a. \�¨%7�«_6 � 2#W��RU�« ª � y 5 G ª�« �d6�« 2
«�ªBW 3 CZGr§�¨ � 6�§�G 3 §�«

t?
6 � �#G 5 ��«

ȧ(t?) > 0«
a(t)


=W 3 G�j�W 3 X � ¨ 3 « 5 ª�«�6 5 « 3 §�« 5 ¨ 3 � 0&§�«�7�2Z¨���G[0:0 ¨�ª]Gf6 � �#G 5 ��«
ȧ(t? − dt) > ȧ(t?) > 0

�
CZG[0 7]¨%7�« 3 §�¨ 5 ��« 3 «�0:0 «;2�ª�« 5 «�C�« 3 § � «�z�WZG[X � ¨ 3 � 6 � �ZG 5 ��«

(1 + 3w) > 0
.�" � 2
« §�« 3 Cy¨ � 0

ªPGa9 � ¨ 3 G[7]« 3 §�¨)2
«�ª � 6�§PG 3 § �
t?
U � G U � G)2 �	� 2 �:5�5 ¨%0 � � 6 � 9 � W 3 9 «sG[0:0bG 5 ¨ 3#5 04W#6 � ¨ 3 « 5 ��«

ȧ
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. � 0404Gfy 3 «R6 � 9 � W 3 9�« ªPQfz�W �43 C � G[C W 3 � 6�§PG 3 §�«
t = 0

�43r5 W �
a(0) = 0« �qC �w5 ¨ 3 6�«�9%W�« 3 X(G��#0bG<C�« 3 6 � §PQ�«v0bG 5 ¨%6�§�G 3 §�«vC � $�W�©�©#0 « C � U�« ª]9�¨ 3 ¨#. � 3 §PG[0 « � 6�§�G 3 §�« U � « 3 «

5 � � G[7�G�§�¨�� 5 ¨%7�«Y9 � QLCy« §�§�¨���© � 9agk©ZG 3 9#.
�vG[0�7]¨%7�« 3 §�¨ 5 ��« � 2�ª�¨�©#0 «�7 � C�«�040�S «w§�Q#«vC�«�0:0bG>2 � G�§�§�«�X�X�GRC�«�0:0^SOW 3 � U�«�ª86�¨��D6�¨[040 «VUaGr§ � CZG[0:0 «

§�« ¨�ª � « 6]W#0:0^S «�U�¨[04W#X � ¨ 3 « C�«�040�SJW 3 � U�« ª]6�¨ �:3 «�2Z¨ 5 ��« 2�ª � 7]¨�ª8C � Ga0 � �w§�ª�¨�UaG 3 ¨_6�¨%04W#X � ¨ 3 « 2
«�ª�7�¨qC�«�0�g
0 � C � W 3 � U�« ª]6�¨�2
«�ª � zDW#G[0 � 6 � �ZG

Ω ' 1
��¨f6]Wd2#2Z¨ 3 « 3 Cy¨ 5 �y«<0�SJW 3 � U «�ª]6�¨�G ©�© � GLGr§�§�ªPG(U�« ª]6]Gr§�¨

W 3 G j,G[6�« C � «�6]2ZG 3 6 � ¨ 3 «rG 5�5 «�0 « ªPGr§PG ~ �43 + GaX � ¨ 3 «�� � 5 � 0 � 7 � §�«�ª�«�7]¨rG ª �45 G�UaG ª�«�0 «�6�¨%0:W#X � ¨ 3 �

C�«�040bGH~�¬[. @q. ­`�T2Z« ª W 3 §�G[0 «�UaG[0 ¨�ª�«�C�«�0�2ZGrªPG[7�« §�ª�¨<C � Cy« 3 6 � §�Qq.T�*« ª W 3 � U�«�ª86 � C � � �:3 6�§�« �:3 g�C�«
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CZG 5 W � 2
«�ª �:3 §�«�9 ªPG[X � ¨ 3 «Y6 � ¨ §�§ � « 3 «

a(t) = a0

(

t

t0

)2/3(1+w)

«�Ch«�z�W � UaG[0 « 3 §�«�7�« 3 §�«
t = t0(1 + z)−3(1+w)/2,

5 ��«�7]«w§�§�« �43 ª�«�0bG[X � ¨ 3 « � 0y§�«�7H2
¨ 5 ¨%687]¨[0 ¨%9 �:5 ¨
t
5 ¨ 3 � 0yª�«�Cd6 � � j §

z
��¨�U «_6 � 
h2Z¨%6�§�¨

(1+z) =

a0/a
. �vG[0:0 «v2yª�« 5 «�C�« 3 § � «�z�WZG[X � ¨ 3 � «>CZGa040bG;~�¬%.A@q.J�`� 6 � ª �45 G(UaG �43 ¨[0 §�ª�« 5 ��«

H ≡ ȧ

a
=

2

3(1 + w)t
= H0

t0
t

= H0(1 + z)3(1+w)/2

q ≡ −aä
ȧ2

=
1 + 3w

2
= cost

t0c,w ≡ t0 =
2

3(1 + w)H0

% = %0w

(

t

t0

)−2

=
1

6(1 + w)2πGt2
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¨�U�«
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 � 0 2ZGrªPG[7�« §�ª�¨�C � C�« 5 «�0 «�ª]G[X � ¨ 3 «[.���¨%6�§ � §PW�« 3 C�¨ �43 z�W�«�6�§�«�ª�«�04G[X � ¨ 3 � � UaG[0 ¨�ª � 6�¨%2�ª]G

�43 C �45 Gr§ � 2Z« ª
w
6 � ¨ §�§�« 3 9 ¨ 3 ¨f0 «Y6�¨%04W#X � ¨ 3 � 2
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¨%0�U�«�ª�«vg 7�Gr§�«�ª � G)«#ªPG[C � Gr§ � U � .
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§�« ¨�ª � G}C �BM «(G 3 6�.}�m«�C � G 3 §�«]«�6]6]G M «(G 3 6�ª � W#6 5  G�C � 7�¨%6�§�ªPGrª�« 5 ��«�G�2#G ª�§ � ª�«fCZG�W 3 + W � Cy¨
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«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 � C�«�0404G C�« 3 6 � §PQ

δ%
«

C�«�040bG U «�0 ¨ 5 � §�Q
δv
2
¨%6]6�¨ 3 ¨�«�U ¨%0:U «�ª�« 3 «�0�§�«�7�2Z¨��r«�C �:3 2#G ª�§ �45 ¨[0bG ª�«T0 « + Wy§�§PWZGaX � ¨ 3 � C � C�« 3 6 � §�Q

2
¨%6]6�¨ 3 ¨ 5 ª�«�6 5 «�ª�« z�WZG[0 ¨�ªPG 0^S « � « §�§�¨	C�«�0:0bG�2�ª�«�686 � ¨ 3 « 6 � G4§�ªPGa6 5 WyªPG © � 0 « ª � 682Z«w§�§�¨ G�z�W�«�040 ¨
C�«�040^SJG[Wy§�¨%9�ª]G�U � §�G[X � ¨ 3 «a.�� � C �45 « 5 ��«_2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 �d5 ��«_7�¨%6�§�ªPG 3 ¨>W 3 §PG[0 « 5 ¨%7H2
¨�ª�§�G[7�« 3 §�¨
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K>«�«�z�WZGaX � ¨ 3 � 7]«�C � G 3 §�«_0 «�z�WZGa0 � 6 � C�«�6 5 ª � U�« � 0 5 ¨%7H2
¨�ª�§�G[7�« 3 §�¨<C �:3 G[7 �45 ¨>C � W 3 + W � Cy¨
G[Wy§�¨%9�ª]G�U � §�G 3 §�«Y6�¨ 3 ¨�z�W�«�0:0 «YC �!5 ¨ 3 § �:3 W � §�Q��#C � �TW#0 « ª�¨�«>C � �*¨ � 6]6�¨ 3 x

∂%
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+ ~∇ · %~v = 0
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∂~v

∂t
+ (~v · ~∇)~v +
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%
~∇p + ~∇ϕ = 0

~t¬%.JId. @[�

∇2ϕ− 4πG% = 0.
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��«Y6 � §�ª]G[6 5 W�ªPG 3 ¨�9[0 � « � « §�§ � C � 6]6 � 2ZGr§ � U � C�¨�UDWy§ � G[0404G<U � 6 5 ¨%6 � §PQ)«>G[0404G�§�« ª]7�¨ 5 ¨ 3 C#W#X � ¨ 3 « C�«�0
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C�«�040^S « 3 §�ª�¨%2 � GL2Z« ª W 3 � §�Q�C � 7HG[6]6]G

s
x
∂s

∂t
+ ~v · ~∇s = 0.

~�¬%.JId.ON��
M «(G 3 6�¨�ª � 9 �:3 G ª � G[7�« 3 §�« 5 «�ª 5 ��C � §�ª�¨�U[Grª�«�W 3 G)6�¨%04W#X � ¨ 3 «�Cy«�0�2�ª�« 5 «�Cy« 3 §�« 6 � 6�§�«�7HG C �

«�z�WZGaX � ¨ 3 � C�«�00§ � 2Z¨|x
% = %0 + δ%

�
~v = δ~v

�
p = p0 + δp

�
s = s0 + δs

�
ϕ = ϕ0 + δϕ¨�U�«v0 «

δ%
�
δv
�
δs
«
δϕ
ªPG[2#2yª�«�6�« 3 §�G 3 ¨fW 3 GR2 �:5�5 ¨%0bG>2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 « C�«�0404G=6�¨[04W#X � ¨ 3 «�6�§PGr§ �:5 G

% = %0, ~v = 0, s = s0, p = p0, ~∇ϕ = 0
.v�0ª � 7HGHC � 2�ª�¨ 5 «�C�«�ª�«RUaG 3 ¨ §PGr§�¨ 5 ��«L0^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «

~∇ϕ = 0
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¨ 3 � G[7]¨ 5 ��«

% 6= 0ª � 6]W#0 §�G<CZG[0404G�~t¬%.JId.AI%� 5 ��«
ϕ
UaG ª � G 3 «�0:0 ¨R682ZG[X � ¨ 5 ¨ 3 §�ªPGrª � Ga7]« 3 §�«vG[0:0^S � 2
¨ §�«�6 � C � ¨%7�¨%9�« 3 « � §PQd.

/ 3 Ga0 §�ª�«h2ZG ª�¨[0 «hW 3 G<C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
¨%7�¨%9�« 3 «(G>C �
%
3 ¨ 3 
�6�§PG[X � ¨ 3 G ª � G��`7HG<Cy«�U�«_C�«�6 5 ª � U�« ª�«

W 3 G 9�« 3 « ªPG[0 «�«�6]2ZG 3 6 � ¨ 3 «�¨sW 3�5 ¨%0:0bG[686�¨ � 6�¨r§�ª�¨[2Z¨#.�/10 C�« §�§�¨s6 � 6�§�«�7HGrGa6]6]Wd7]«;CdW 3 z�W�«;04G
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%
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∂δs
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δui = δi exp(i~k · ~r),
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δui

6�¨ 3 ¨�2ZG ª � G
δ%
�
δ~v
�
δϕ
«
δs2
«�ª � ) ¬ �+@��#I��dN�ª � 6]2
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� 7�2
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§ � 2Z¨

δi(t) = δ0i exp(iwt).
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%
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¨�ª]Gf0 «Y6�¨%0:W#X � ¨ 3 � C � 2
« 3 C�« 3 § � CZG[0&§�«�7�2Z¨�� 5 � ¨ 
Yz�W�«�0:0 «Y2
«�ªh0 «Yz�WZGa0 �

w 6= 0
. / 3 z�W�«�6�§�¨ 5 G[6�¨��

CZG[0:0^SOW#0 § � 7HGh«�z�WZG[X � ¨ 3 «�C�«�0 6 � 6�§�«�7HG ~�¬%.JId. ¯`��ª � 6]W#0 §�G 5 ��«
Σ = 0

. K>«�C#W�«�6�¨%04W#X � ¨ 3 � 5 ¨%6. 
¨ §�§�« 3 Wy§�«L6�¨ 3 ¨}C�« §�§�«�GaC � G ©#Gr§ �:5 ��«[. �vG[0404G�2yª � 7HG]«�z�WZG[X � ¨ 3 «LCy«�0�6 � 6�§�«�7HGs~t¬%.JId. ¯%��6 � ª �:5 G(UaG
5 ��« ~k · ~V 6= 0

.T�*¨ �45 ��
>G ©y© � G[7�¨R9 � Q=2yª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�«=2�ª�«�6�¨ �43;5 ¨ 3 6 � C�«�ª]G[X � ¨ 3 « � 0 5 G[6�¨ �:3
5 W � 6�¨ 3 ¨;j ªPG;0 ¨ ª�¨;2
«�ª82Z« 3 C �45 ¨%0bGrª � ��2
¨%6]6 � G[7�¨}G[686]W#7�«�ª�« 5 ��« ~k 6 � G�2ZG ª]G[040 «�0 ¨�G ~V .</ 3 §PG[0 «
� 2
¨ §�«�6 � � 0!6 � 6�§�«�7HG�~�¬%.JId. ¯`�BC � U�« 3 §PG

wδ0 + kV = 0
~t¬%.JId. caG`�

wV + kv2
sδ0 + kΦ = 0

~�¬%.JId.Acr©+�
k2Φ + 4πG%0δ0 = 0,

~t¬%.AIq. c 5 �

5 ��«>G[7�7�« §�§�«_6�¨%04WdX � ¨ 3 �+3 ¨ 3}3 W#040 «_6�¨%0 ¨RzDW#G 3 C�¨ � 0�C�«w§�« ª]7 �43 G 3 §�« C � §�G[0 «_6 � 6�§�«�7HG 
vW#9[WZG[0 «
GfX�«�ª�¨#.�� � ¨ §�§�« 3 9�¨ 3 ¨HG�z�W�«�6�§�¨;2#W 3 §�¨HC#W�«�§ � 2 � C � 6�¨%0:W#X � ¨ 3 � G�6�« 5 ¨ 3 CZG 5 ��«R04G�0:W 3 9��y«�X�X�G
C!S ¨ 3 CZG}C�«�040 «�2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 �

λ ≡ 2π/k
6 � G �:3 j «�ª � ¨�ª�«)¨�6]W#2
«�ª � ¨�ª�«fG[0404G�04W 3 9���«�X�X(G�C!S ¨ 3 CZG

C ��M «�G 3 6

λJ ≡ vs

(

π

G%0

)1/2

.
~t¬%.AIq.A�`�
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e1«�0 5 G[6�¨ �:3�5 W �
λ < λJ

�
w

3ª�«(G[0 «3«=Ga6]6]Wd7]« � 0�U[Ga0 ¨�ª�«

w = ±vsk
[

1 −
(

λ

λJ

)2 ]1/2

« � 0!6 � 6�§�«�7HG�~�¬[.AId.Ac%� �ZGf2
«�ª 6�¨[04W#X � ¨ 3 «
δ%

%0
= δ0 exp[i(~k · ~r ± |w|t)] ~�¬%.JId. ­%G`�

δ~v = ∓
~k

k
vsδ0

[

1 −
(

λ

λJ

)2 ]1/2

exp[i(~k · ~r ± |w|t)] ~�¬%.JId. ­ ©+�

δϕ = −δ0v2
s

(

λ

λJ

)2

exp[i(~k · ~r ± |w|t)]. ~�¬%.JId. ­ 5 �

��G[0 � ª�«�04G[X � ¨ 3 � ª]G[2#2�ª�«�6�« 3 §�G 3 ¨�C#W�«#¨ 3 C�«>6�¨ 3 ¨ ª�«>2�ª�¨[2ZG[9`G 3 §�«�6 ��3 «�040 «YC#W�«>C � ª�«�X � ¨ 3 � ±~k .�*« ª
λ > λJ

6 � �#G �:3 U « 5 « 5 ��«
w

 � 7�7HG[9 �43 G ª � ¨

w = ±i(4πG%0)
1/2
[

1 −
(

λJ

λ

)2 ]1/2

.

/ 3 §�G[0 5 G[6�¨ � 0w6 � 6�§�«�7�G�~�¬[.AId.Ac%� �#G 5 ¨%7]«Y6�¨%04WdX � ¨ 3 �

δ%

%0
= δ0 exp i(~k · ~r exp(±|w|t) ~�¬%.JId. ¬��%G`�

δ~v = ∓
~k

k
vsδ0

[

1 −
(

λ

λJ

)2 ]1/2

exp i(~k · ~r) exp(±|w|t) ~�¬%.JId. ¬�� ©+�

δϕ = −δ0v2
s

(

λ

λJ

)2

exp i(~k · ~r) exp(±|w|t), ~t¬%.JId. ¬(� 5 �
5 ��«<C�«�6 5 ª � U�¨ 3 ¨]¨ 3 C�«>6�§PG[X � ¨ 3 G ª � «vC � Ga7H2 � «�X�X(GLUaG ª � G © � 0 « 5 ¨ 3 §�«�7�2
¨ 5 G ªPG�§�§�« ª � 6�§ �:5 ¨

τ ≡ |w|−1 = (4πG%0)
−1/2

[

1 −
(

λJ

λ

)2 ]−1/2

.

� � 2#W���ª � 6]G[0 � ª�«vGa0!6 � 9 3 � y 5 Gr§�¨LyZ6 �:5 ¨fC�«�0:0bG
λJ

j,G 5 « 3 C�¨f0 «Y6�«�9%W�« 3 § � � 2
¨ §�«�6 � z�WZGa0 � §PGr§ � U�«a.�� C
W 3 CZGr§�¨ � 6�§�G 3 §�«p§�«�7�2Z¨�ª]G[0 «

t
68W#2#2
¨ 3 � G[7]¨pC � G(U�« ª�« W 3 G 2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 «

δ% > 0
3 «�0404G

C�« 3 6 � §�Q=C � W 3�+ W � C�¨ �:3 W 3 G=CZGr§PG�ª�«�9 � ¨ 3 « � 5 ��«_2Z« ªB6�«�7�2#0 �:5 � §PQ 5 ¨ 3 6 � C�« ª�« ª�«�7�¨R6�j «�ª �45 G�« C �

ªPGa9%9 � ¨
λ
. � 3 G]§�G[0 «R2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 « 
 �43 9�ªPGaC�¨;C ��5 ª�«�6 5 «�ª�« 3 «�0�§�«�7�2
¨;z�WZG 3 C�¨��wC�«w§�§�«

Fg«
Fp

0 «vj ¨�ª8X�«>2
«�ª W 3 � §�Q�C � 7HG[6]6]G�C�¨�UqW�§�«=G[040�SAG[W�§�¨%9�ª]G(U � §�G[X � ¨ 3 «1«<G[0:0bGR2�ª�«�686 � ¨ 3 « �Z6 � �ZG

Fg ' G%λ3

λ2
> Fp ' pλ2

%λ3
' v2

s

λ
,



��� 
 � ��� ��� � ��� 
 ��� � �
� 
 � � � 
 � 
 � � � � 
 ��� 	 � � 
 
 �
�
� ¬�I

CZG[0:0bG�zDW#G[0 «�6 � ª �:5 G(UaG�0bG 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 «
λ > vs(G%)

−1/2 ' λJ

.<� C|W 3 G 3 G[0 ¨[9�¨Nª � 6]W#0 §�Gr§�¨�6 �
2
«�ª8U � « 3 « ª]G[9 � ¨ 3 G 3 Cy¨ �:3 §�« ª]7 �43 � C � « 3 « ª]9 � Gd. �1«�y 3 � §�« 5 ¨ 3

U
«
Et

0^S « 3 « ª]9 � G�9�ª]G(U � §�G[X � ¨ 3 G[0 «
«Y0^S « 3 «�ª]9 � G 5 �43 «w§ �:5 GLC�¨�UDWy§�G�G � 7]¨r§ � §�«�ª87 �:5 � ��ª � 682Z«w§�§ � UaG[7]« 3 §�« �q2Z« ª W 3 � §�QLC � 7�Ga6]6PG��d6 � �ZG
5 ��«

U ' G%λ3

λ
> Et ' v2

s

¨ �43 G[0 §�ª � §�« ª]7 �43 � C�«�U «1ª � 68W#0 §PG ª�« 5 ��« � 0�§�«�7�2Z¨YC �Z5 G[C#Wy§PGY0 � ©
«�ª]G
τff

6 � G �43 j « ª � ¨ ª�« G[0�§�«�7�2
¨
� Cyª�¨DC �43 Ga7 �:5 ¨

τh

τff ' 1

(G%)1/2
< τh ' λ

vsG[0 §�ª � 7]« 3 § � 0bG�2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 « 3 ¨ 3 �ZG � 0 §�«�7�2Z¨fC � «�U�¨[0:U�« ª�«a.

	�
�� B ��� ��������
�� �	� ��� � ������� � � � � ��� � 
�
�� ��� � � ������� �����

� 3 Ga0 � X�X � G[7]¨�¨�ªPG�G�z�WZGa0 � ª � 6]W#0 §�Gr§ � 2
¨�ª�§PG�0�SAGa2#2#0 �:5 G[X � ¨ 3 « C�«�040bG)§�«�¨�ª � G�C ��M «(G 3 6 G � 7]¨ag
C�«�040 � C � W 3 � U�« ª]6�¨sC �BE ª � «�C#7�G 3#3 C �B5 W � 6 � 
�G 5�5 « 3#3 Gr§�¨ 3 «�0 2ZG ªPGa9�ªPGaj ¨)~�¬[. ¬�� .��^§�Ga0 y 3 «
UaG 3#3 ¨�§�ª�¨�UaGr§�«>0 «Y6�¨%04WdX � ¨ 3 � C�«�0F6 � 6�§�«�7�GLC � «�z�WZG[X � ¨ 3 � ~t¬%.AIq. ¯`� Cy«�0&§ � 2Z¨

δui = δi exp(i~k · ~r), ~�¬%.ON#. ¬��
¨�U�« �

δi
6�¨ 3 ¨ 5 ¨�«
� 5 � « 3 § � C � 2Z« 3 C�« 3 § � CZGa0�§�«�7�2Z¨#.��*« ª 6�«�7H2#0 �45 � §�Q 5 Ga0 5 ¨[0 � Ga7]¨ §�Ga0 � 6�¨%0:W#X � ¨ 3 �

3 «�0 5 G[6�¨ 5 � 6 � 2
¨%6]6]G}0 � 7 � §PG ª�«>GaC W 3 G�§�ª]Gr§�§PG[X � ¨ 3 « 3 «�
 §�¨ 3 � G 3 G;C�«�0�2�ª�¨�©d0 «�7HGd.Y�@¨%6�§ � �
δi2
«�ª

i ) ¬ �d@��qI���NRW#9[WZG[0 � G D?
� ~V ?

�
Φ?
«

Σ?
«1ª �45 ¨�ª]CZG 3 C�¨ 5 �y« � 0#U « §�§�¨�ª�« C!S ¨ 3 CZG 
 W#9[WZG[0 «

G[C�W 3 Gf04W 3 9���«�X�X(GfC!S ¨ 3 CZG 5 ��«>UaG ª � G�G 5 G[W#6]G�C�«�040�S «�6]2ZG 3 6 � ¨ 3 «YC�«�0:0^SOW 3 � U�«�ª86�¨ 5 ¨ 3 0 «�9%9 «

k =
2π

λ
=

2π

λ0

a0

a
= k0

a0

a5 ¨[6 �45�5 ��
 0^S «�6]2
¨ 3 « 3 X � G[0 « 5 �y« 5 ¨%7H2#G ª�« 3 «�040�S «�6]2�ª�«�6]6 � ¨ 3 « ~t¬%.ON#. ¬��wC�«�0:0 «T6�¨[04W#X � ¨ 3 �[3 ¨ 3 C � 2
« 3 Cy«
CZG[0&§�«�7�2Z¨�� � 0w6 � 6�§�«�7�G�~�¬[.AId. ¯`� G[686]W#7�«>0bGL6�«�9%W�« 3 §�«>j ¨�ª]7HG

Ḋ? + 3
ȧ

a
D? + i~v · ~kD? + i%~k · ~V ? = 0

~t¬%.JNd. @[G%�

~̇V
?

+
ȧ

a
~V ? + i~v · ~k~V ? + iv2

s
~k
D?

%
+ i

~k

%

(

∂p

∂S

)

%

Σ? + i~kΦ? = 0
~t¬%.ON#. @�©+�

k2Φ? + 4πGD? = 0
~t¬%.JNd. @ 5 �

Σ̇? + i~v · ~kΣ? = 0.
~t¬%.ON#. @ C+�
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�*¨ �:5 ��
 5 ¨%7�«}2
«�ª 3 «�0 2ZG ªPGa9�ªPGaj ¨ 2yª�« 5 «�C�« 3 §�«r0 «;6�¨[04W#X � ¨ 3 �B5 ��« 5 � �:3 §�«�ª�«�6]6]G 3 ¨|C � 2 ���
6�¨ 3 ¨�z�W�«�040 «>2
«�ª�0 «>z�WZG[0 �

Σ = 0
« ~V 
<2ZG ªPGa040 «�0 ¨fG ~k � 5 � ¨�
Yz�W�«�040 «=G[C � G ©ZGr§ �45 ��«�� � 0�6 � 6�§�«�7HG

~�¬[.JN#.A@%� 6 � ª � CdW 5 «>G
Ḋ? + 3

ȧ

a
D? + i%kV ? = 0

~t¬%.ON#.AI%�

V̇ ? +
ȧ

a
V ? + ik

(

v2
s −

4πG%

k2

)

D?

%
= 0.

~t¬%.ON#.JN`�
��«>6 � 2
¨ 3 « 3 «�0404G�~�¬%.ON#.JI`�

D? = %δ
6 � ¨ §�§ � « 3 «

δ̇ + ikV ? = 0

«>CZG�z�W�«�6�§�GH2
«�ªhC�« ª � U[GaX � ¨ 3 «

δ̈ + ik
(

V̇ ? − ȧ

a

)

= 0.

��¨%6�§ � §PW�« 3 C�¨ 3 «�0:0bG�~�¬[.JN#.ON��B0 «3ª�«�0bG[X � ¨ 3 � G[2#2
« 3 G�§�ª�¨�U[G�§�«>6 � §�ª�¨�UaG

δ̈ + 2
ȧ

a
δ̇ + (v2

sk
2 − 4πG%)δ = 0.

~�¬[.JN#.A?%�

�0ª�¨ 5 «�C�« 3 Cy¨ �43 7HG 3 � « ªPG>G 3 Ga0 ¨%9`GY6 � ¨r§�§ � « 3 «h2
«�ª W 3 7]¨DC�«�0:0 ¨YC � W 3 � U�« ª]6�¨ 5 ¨[6�§ � §PW � §�¨>CZG<W 3
+ W � C�¨�2
«�ª�j « §�§�¨ 5 ¨ 3 «�z�WZG[X � ¨ 3 «=C � 6�§�Gr§�¨

p = w%c2
5 ¨ 3

w = cost
«
vs 6= 0

W 3 G]ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
G 3 Ga0 ¨%9`G�Ga040bG=2�ª�« 5 «�Cy« 3 §�«

δ̈ + 2
ȧ

a
δ̇ + {v2

sk
2 − 4π(1 + w)

[

1 + 3
(

vs

c

)2 ]

G%}δ = 0.
~�¬%.ON#. ¯`�

��¨%6�§ � §PW�« 3 C�¨ �:3 §�G[0 «�«�z�WZG[X � ¨ 3 «B0 «�ª�«�04G[X � ¨ 3 � §�ª�¨�UaGr§�« 2
«�ª�9%0 � W 3 � U�« ª]6 � C � � �:3 6�§�« �43 g�C�« � � §�§�«�ª

% =
1

6π(1 + w)2Gt2

a ∝ t2/3(1+w)

ȧ

a
=

2

3(1 + w)t«>2Z¨ 3 « 3 Cy¨
δ ∝ tn

«

λJ =

√
24

5 + 9w
vs

(

π

G%

)1/2

,
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6 � ¨r§�§ � « 3 «Y2
«�ªh04G�~�¬%.ON#. ¯`� 0bGL6�«�9%W�« 3 §�«R6�¨%04WdX � ¨ 3 «

δ%

%
∝ t−{1−3w±(5+9w)[1−(λj/λ)2]1/2}/6(1+w) exp(i~k · ~r) .

~�¬%.ON#.Ac%�
e1«�040�S � 2Z¨ §�«�6 ��5 �y«�6 � G

λ > λJ

0 «L6�¨[04W#X � ¨ 3 � 2�ª�«�6�« 3 §�G 3 ¨ � 0�j « 3 ¨%7�« 3 ¨;Cy«�040�S �:3 6�§PG © � 0 � §PQL9�ªPG(U � g
§�GaX � ¨ 3 G[0 «�«<2
«�ª

λ� λJ

6 � ª � CdW 5 ¨ 3 ¨HGa040 «
(

δ%

%

)

+

∝ t2(1+3w)/3(1+w),

(

δ%

%

)

−

∝ t−1 .

� �_3 ¨ § �_5 ��« 0bG 6�¨%0:W#X � ¨ 3 «sC�« 5 ª�«�6 5 « 3 §�« 
 �:3 C � 2
« 3 C�« 3 §�«rCZG[0_UaG[0 ¨�ª�« C �
w
. � 0 5 ¨ 3 §�ª]G ª � ¨

0^S «�682Z¨ 3 « 3 §�«YCy«�0404GR6�¨[04W#X � ¨ 3 « 5 ª�«�6 5 « 3 §�« 
vj�W 3 X � ¨ 3 «vC �
w
x;§�G[0 «v2�ª�¨%2�ª � « §PQ 
YC�¨�UDWy§�GfG[0�j,Gr§�§�¨

5 ��«�� 7�Ga9%9 � ¨ ª�« 
 � 0 U[Ga0 ¨�ª�«HC �
w
��7 �43 ¨�ª�« 
�0bG}U�«�0 ¨ 5 � §�Q C � «�6]2ZG 3 6 � ¨ 3 «;C�«�040�SJW 3 � U�« ª]6�¨#. �qW

6 5 G[0 « 2
«�ª�0 «Bz�WZGa0 � 
 U «�ª � y 5 Gr§�G 04G 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 «
λ < λJ

0 « 6�¨[04W#X � ¨ 3 � 6�¨ 3 ¨_CZGr§�«BCZG[0:0bG ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

δ%

%
∝ t−(1−3w)/6(1+w) exp i

{

~k · ~r ± 5 + 9w

6(1 + w)

[

(

λJ

λ

)2

− 1
]1/2

ln t
}

5 ��«�ªPG[2d2�ª�«�6�« 3 §PG�6�¨%04W#X � ¨ 3 � ¨%6 5 � 0:0bG 3 § � . �@«�ª
λ� λJ

«�686PGH6 � ª � C#W 5 «>Ga040bGRj ¨ ª]7HG
δ%

%
∝ t−(1−3w)/6(1+w) exp[i(~k · ~r ± kvst ln t)].

�*« ª ¨ §�§�« 3 «�ª�«_0^S «�682�ª�«�6]6 � ¨ 3 «v2
«�ª ��5 G[6 � 2ZG ª�§ �45 ¨%0bGrª � �43H5 W ��3 «�040^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «_C � 6�§PGr§�¨
w = cost©ZG[6�§�G>2Z¨ ª�ª�«

vs = w1/2c
2Z« ª

w > 0
7]« 3 §�ª�«h2
«�ª W 3 � U�«�ª86 � C�¨%7 �43 Gr§ � CZG[0404Gv7�G�§�«�ª � G � 0dUaG[0 ¨�ª�«

C �
vs

C�¨�U�ªPQf«�6]6�«�ª�«�«�682�ª�«�6]6�¨ �43 7�¨qC�¨f¨%2d2Z¨�ª�§PW 3 ¨#.��@«�ª>W 3 W 3 � U «�ª86�¨�C � 2Z¨%0�U�« ª�«�¨�C � W 3
+ W � C�¨ 3 ¨ 3p5 ¨[040 � 6 � ¨ 3 G[0 «

(w = 0)
� 0*§�« ª]7 �43 «

v2
s

C�«�U «]«�6]6�« ª�«H6�¨%6�§ � §]W � §�¨}CZG}W 3 G[0 §�ª�¨}C�«�040 ¨
6�§�«�686�¨�¨ ª]C �:3 «YC � 9�ª]G 3 C�«�X�X(Gf2
«�ª U�«�0 ¨ 5 � §PQLz�WZG[C�ª]Gr§ �:5 G�7]«�C � GLCy«�040 «v2ZG ª�§ �:5 «�0:0 «a.
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\�¨%7�«�9 � Q;C�«w§�§�¨ 3 « � 2�ª�« 5 «�C�« 3 § � 2ZG ª]G[9�ª]Gay|0 «�6�¨[04W#X � ¨ 3 � C � �43 §�«�ª�«�6]6�« 5 ¨%6]7�¨%0 ¨[9 �45 ¨�C�«�0
6 � 6�§�«�7HG�~t¬%.AIq. ?%� 6�¨ 3 ¨�«�6]6�« 3 X � G[0:7]« 3 §�« C � C#Wy«�§ � 2 � x�z�W�«�040 «_G[C � G ©ZGr§ �45 ��«
«�z�W�«�0:0 «
« 3 §�ª�¨%2 �:5 ��«
¨ � 6�¨r§�«�ª87]«a. K>«h2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 � G[C � G ©ZGr§ �45 ��«hG[9 � 6 5 ¨ 3 ¨>6 � GY6]W#0:0bG 5 ¨%7�2
¨ 3 « 3 §�«�7HGr§�«�ª � G[0 « 5 ��«
ªPGaC � Gr§ � UaGY7]« 3 §�ª�«�z�W�«�0:0 « � 6�¨ §�« ª]7�«_68W#0404G>6�¨%0bG 5 ¨%7�2
¨ 3 « 3 §�«_7HGr§�« ª � G[0 «a. ��¨[2Z¨=0^S «�2
¨ 5 G=C�«�040bG
ª �:5 ¨%7�© �43 GaX � ¨ 3 « �[G>6�«�9%W � §�¨>C�«�0ZC � 6]G 5�5 ¨%2#2 � G[7�« 3 §�¨vj ª]G>0 « C#W�« 5 ¨%7H2
¨ 3 « 3 § � � « 3 §�ªPGa7)© � � § � 2 �

C � 2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 «3«VU�¨%0�U�¨ 3 ¨HG[0:0 ¨L6�§�«�686�¨H7]¨DC�¨#.
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�vG ª�«�7�¨ C � 6�«�9%W � §�¨ W 3 Ge©yª�«�U «�C�«�6 5 ª � X � ¨ 3 «}C �B5 ¨%7�«p«�U ¨%0:U ¨ 3 ¨ 3 «�0�§�«�7�2
¨ zDWy«�6�§�SJWd0 § � 7]«
ª�«�0bGr§ � UaG[7�« 3 §�«rG�7]¨DC�«�040 � C � W 3 � U�«�ª86�¨ C�¨%7 �43 Gr§ � CZG�7HGr§�« ª � G4©ZG ª � ¨ 3 �:5 G « 7�Gr§�«�ª � G 3 ¨ 3
©ZG ª � ¨ 3 �45 Gq.

\�¨ 3 6 � C�« ª � Ga7]¨ �43d3 G 3 X � §PW�§�§�¨ � 0 5 G[6�¨=C � W 3 W 3 � U «�ª]6�¨LC�¨%7 �43 Gr§�¨>CZG>W 3 + W � C�¨ 5 ¨%7�2
¨%6�§�¨
CZG�7�Gr§�«�ª � Gf©ZG ª � ¨ 3 �:5 Gp«�ª]G[C � GaX � ¨ 3 «[. �1«�y 3 � G[7�¨ 0 «H6�«�9%W�« 3 § � z�WZG 3 § � §PQdxL7HG[6]6]G C �BM «(G 3 6
«L7HG[6]6]G�C � 6]6 � 2ZGr§PG�¨;C � � � 0 ��. �*« ªv7�Ga6]6PGHC �TM «�G 3 6Y6 � �43 C �45 G�0bG�7�G[686PG 5 ¨ 3 §�« 3 W�§�G �43 W 3 G
68j « ªPGfC � ªPGa9%9 � ¨

λJ/2
x

MJ =
π

6
%mλ

3
J ,

¨�U�«
λJ


LCZGr§PG;CZG[0404G ~�¬[.JN#.Ac%� .=�@«�ªYW 3 G�2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 «LG[C � Gr©ZGr§ �:5 G�0bG;7HG[6]6]G;C �TM «�G 3 6 � �:3
«�2
¨ 5 ��«�G 3 §�« 5 «�C�« 3 § � 0�S «�z�W � UaG[0 « 3 X�G���C � 6�«�9%W � §�¨ �:3 C �45 Gr§�G 5 ¨ 3

zeq

� 
)«�682�ª � 7 � © � 0 «<7�«�C � G 3 §�«
0bGL6�«�9%Wy« 3 §�«�ª�«�04G[X � ¨ 3 «ax

M
(a)
J =

π

6
%m





c√
3

(

π

G%

)1/2




3

'M
(a)
J,eq

(

1 + z

1 + zeq

)−3

,

¨�U�«
M

(a)
J,eq ' 3.5 × 1015(Ωh2)−2M�

��7]« 3 §�ª�«�2
«�ª�«�2Z¨ 5 ��« 5 ¨%7�2�ª�«�6�«�§�ªPG�0^S «�z�W � U[Ga0 « 3 X(Gf«
0bG�ª �:5 ¨%7)© �43 G[X � ¨ 3 « �

zrec

�w6 � �ZG
M

(a)
J ' cost ' M

(a)
J,eq

.v�@«�ªvW 3 G�2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 « � 6�¨ §�«�ª]7HG��
3 «�040^S �43 §�«�ª8UaG[0:0 ¨

zeq ÷ zrec

6 � �ZG �43 U�« 5 «[x

M
(i)
J ' π

6
%m

(

πkBTm

Gmp%m

)

' cost ' M
(i)
J,rec ' 5 × 104(Ωh2)−1/2M�,

¨�U�«
% = %m + %r


|0bG	C�« 3 6 � §�Q §�¨ §PG[0 « C�«�0 + W � Cy¨��2«�686�« 3 C�¨
%m

«
%r

0 « C�« 3 6 � §PQ C�«�040 «
5 ¨[7H2
¨ 3 « 3 § � 7HGr§�«�ª � G[0 « «1ªPG[C � Gr§ � UaG3ª � 682Z«w§�§ � UaG[7�« 3 §�«��

kB


 04G 5 ¨%6�§PG 3 §�« C � ��¨[0 §PX�7�G 3#3 �
Tm
 0bG §�«�7H2
«�ª]Gr§PWyªPG C�«�0:0bG 7HGr§�« ª � G «

mp


 0bG 7�Ga6]6PGhC�«�0`2�ª�¨ §�¨ 3 «a.�K>«:ª�«�0bG[X � ¨ 3 � «�6]2yª � 7�« 3 § �
MJ2
«�ª � CdW�«�§ � 2 � C � 2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � 6�¨ 3 ¨RC ��� «�ª�« 3 § � 2Z¨ �45 ��
�� 5 ¨%7�«_9 � Q>G 5�5 « 3#3 G�§�¨��q2�ª � 7�GYC�«�040bG

ª �:5 ¨%7�© �43 GaX � ¨ 3 «Y0 «>2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 � G[C � G ©ZGr§ �45 ��« �:3 §�«�ª�«�6]6]G 3 ¨;6 � Gf0bG 5 ¨%7�2
¨ 3 « 3 §�«=7HGr§�« ª � G[0 «
5 ��«Yz�W�«�040bG)ª]G[C � Gr§ � U[G��D7�« 3 §�ª�«vz�W�«�040 « � 6�¨r§�«�ª87 �:5 ��« 6�¨%0 ¨�z�W�«�0404GR7�G�§�«�ª � G[0 «[. � �!5 ¨ 3 6�«�9%W�« 3 X(G
0bGhU�«�0 ¨ 5 � §PQ�Cy«�0D6]W�¨ 3 ¨�� 5 ��« 5 ¨%7�2ZG ª�« 3 «�040bG=~�¬[.JN#.Ac%� �[2
«�ª�0 « + Wy§�§]WZG[X � ¨ 3 � G[C � G ©ZGr§ �45 ��« 
 z�W�«�0404G
C � W 3 2d0bG[687�G 5 ¨ 3 C�« 3 6 � §PQ

% = %m + %r

«Y2yª�«�686 � ¨ 3 «
p = pm + pr ' pr ' %rc

2/3
�#7�« 3 §�ª�«

2
«�ª 0 « + Wy§�§]WZG[X � ¨ 3 � � 6�¨ §�«�ª87]« 
>z�W�«�040bG)ª�«�04Gr§ � U[GRG[C�W 3 9%G[6 C � 2ZGrª�§ �:5 «�040 « 7]¨ 3 ¨`Gr§�¨[7 �:5 ��« C �

7HG[6]6]G
mp

«3§�«�7�2
«�ªPG�§PW�ª]G
Tm

.
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� 3 Ga0 ¨%9`Ga7]« 3 §�« Ga040bG>7HG[6]6]GRC �wM «(G 3 6 2#W��)«�6]6�« ª�«YC�«Vy 3 � §�G=04G=7HG[6]6]GRC � � � 0 ��2Z« ª 2
«�ª�§PW�ª g
©ZG[X � ¨ 3 � G[C � G ©ZGr§ �45 ��«ax

M
(a)
D =

π

6
%mλ

(a)3

D ,

¨�U�«
λ

(a)
D ' 2.3c(τγet)

1/2
2�ª � 7�G Cy«�040�S «�z�W � UaG[0 « 3 X�G «

λ
(a)
D ' 2.5c(τγet)

1/2 �:3 W 3 2Z« ª � ¨DC�¨ 5 ¨%7fg
2�ª�«�6�¨p§�ªPG;0^S «�z�W � UaG[0 « 3 X(G�«�04G�ª �:5 ¨%7�© �43 GaX � ¨ 3 « ��z�WZG[0 ¨ ªPG�0�SJW 3 � U�« ª]6�¨;j ¨%6]6�«�6]W�� 5 � « 3 §�«�7]« 3 §�«
C�« 3 6�¨�2
«�ªY6�¨DC#C � 68j,G ª�«L0bGNª�«�04G[X � ¨ 3 «

zeq > zrec

«
τγe

ª]G[2#2�ª�«�6�« 3 §�G � 0@§�«�7�2
¨ 5 G ª]Gr§�§�«�ª � 6�§ �45 ¨
C �F5 ¨[040 � 6 � ¨ 3 « j ¨ §�¨ 3 « gk«�0 « §�§�ª�¨ 3 «[. �*«�ª 5 � � G ª � ª�«>0^S � 7�2Z¨ ª�§�G 3 X(G 5 ��«#§�Ga0 «>z�WZG 3 § � §�Q�ª � U «�6�§�« 3 «�0�g
0 ¨}6�§PW#C � ¨}C�«�040^S «�U ¨%04WdX � ¨ 3 «LC�«�040 «R2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � 
 3 « 5 «�686PG ª � ¨ G[2�ª � ª�«RW 3 Gp©�ª�«VU�«f2ZG ª�« 3 §�«�6 � .
\�¨%7�«1©
« 3�3 ¨ §�¨ 3 «�0�2
«�ª � ¨qCy¨RC � 2#04G[6]7HG��DG 5 G[W#6PG=C�«�0:0 «hj ¨�ª�§ � �:3 §�«�ª]G[X � ¨ 3 � §�ªPG=7HGr§�«�ª � G�«1ªPG g
C � G[X � ¨ 3 « �Z68W#040�S «VU�¨%0:W#X � ¨ 3 «>C�«�040 «>2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � G[C � G ©ZG�§ �45 �y«=Ga9 � 6 5 ¨ 3 ¨�2�ª�¨ 5 «�6]6 � C � 6]6 � 2ZG�§ � U �

Gr§�§�ª � ©#W � © � 0 � G[0404G�U � 6 5 ¨%6 � §�Q1«hG[0404G�§�« ª]7�¨ 5 ¨ 3 C#WdX � ¨ 3 «[.���G ª�§�« 3 C�¨>CZGv6�«�7H2d0 �45 �q5 ¨ 3 6 � C�« ªPG[X � ¨ 3 �

6 � 2dW��mª � 6]G[0 � ª�«�G[0*§�«�7�2
¨ 5 G ªPG�§�§�« ª � 6�§ �:5 ¨�C � C � 6]6 � 2ZG[X � ¨ 3 «
τdis(λ)

C � W 3 G�2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 «fG
5 GaW#6PG}C�« � 6�¨%2yªPG 5 � §�Gr§ � 7�« 5�5 G 3 � 6]7 � .=��« � 0@§�«�7H2
¨

t
3 « 5 «�6]6]G ª � ¨ GaC|W 3 G + Wy§�§PWZG[X � ¨ 3 «�2Z« ª

«�U ¨%0:U «�ª�«�
 �43 j « ª � ¨�ª�«_G
τdis(λ)

«�6]6]G�ª � 68W#0 §�«�ª]Q=C � 6]6 � 2ZGr§PG��dGa0 §�ª � 7�« 3 § � 
 �:3 9�ª]G[C�¨LC ��5 ª�«�6 5 «�ª�«[.
�*¨ �45 ��
>0bG 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 «

τdis(λ) < t
5 ¨ �:3#5 � C�« 5 ¨ 3 z�W�«�0404G

λ < λD

G�6�«�9%W � §�¨HCy«�0404G)ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

τdis(λ) =

(

λ

λD

)2

t,

¨�U�«
λD


sC�«w§�§�G�6 5 G[04G)C � C � 6]6 � 2ZGaX � ¨ 3 « � 6�« 3 «sC�«�C#W 5 « 5 ��« §]Wy§�§�«s0 « 2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 � 5 ¨ 3
6 5 G[0 «

λ < λD

¨|7HG[6]6�«
M < MD

U « 3 9 ¨ 3 ¨)C � 6]6 � 2ZG�§�«�G 5 G[W#6]G C�«�040bGrU � 6 5 ¨[6 � §PQ «�C�«�040bG
§�« ª]7�¨ 5 ¨ 3 C#WdX � ¨ 3 «[.

e1«�040bG�yZ9%W�ª]G	~�¬[. ¬��>6�¨ 3 ¨ ª � 2Z¨�ª�§�Gr§ � 9%0 � G 3 C#G[7]« 3 § � C�«�0:0 «�CdW�«;z�WZG 3 § � §�Q�6�¨%2�ª]GsC�«�y 3 � §�«
3 «�0 5 G[6�¨ �:3�5 W � 0^S «�2
¨ 5 GLC�«�040^S «�z�W � UaG[0 « 3 X(GL2�ª�« 5 «�CZG�zDWy«�0404GLC�«�0:0bG)ª �45 ¨[7)© �43 G[X � ¨ 3 «[.

� 3 Ga0 � X�X � G[7]¨R2Z« ª 2�ª � 7]¨ � 0 5 ¨%7�2
¨�ª�§PG[7]« 3 §�¨LC�«�040 «Y2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � G[C � G ©ZGr§ �45 ��«ax 0 «Y2
«�ª g
§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 ��5 ��« 5 ¨ �43 U�¨%0:9�¨ 3 ¨}7HG[686�«�C�«�040^S ¨�ª8C �43 «=C �

M > M
(a)
J,eq

�&¨�U�«
M

(a)
J,eq


�04G�7�Ga6]6PG}C �

M «(G 3 6 2Z« ª 2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � G[C � Gr©ZGr§ �:5 ��« G[0:0^S «�2
¨ 5 G C�«�040^S «�z�W � UaG[0 « 3 X(G��%G�U « 3 Cy¨R2
«�ª0¨%9 3 � «�2
¨ 5 G
G 3 §�« 5 «�C�« 3 §�«�« 68W 5�5 «�6]6 � UaG>04W 3 9 ��«�X�X(GYC!S ¨ 3 CZGv6�«�7�2�ª�« 7HG[9%9 � ¨�ª�« C�«�040bG_04W 3 9 ��«�X�X(GvC!S ¨ 3 CZGYC �

M «(G 3 6�ª � «�6 5 ¨ 3 ¨�G 5 ª�«�6 5 «�ª�« �43 C�«Vy 3 � §�G[7�« 3 §�«a. KFGH0 «�9%9 «<C ��5 ª�«�6 5 � §�G�2Z« ª�§PG[0 � 2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 �

2�ª � 7HGLC�«�0:0^S «�z�W � UaG[0 « 3 X�G 
>C�«�y 3 � §�G�CZG

δm ' 3

4
δr ∝ t ∝ (1 + z)−2 ~t¬%. ?D. ¬��
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« 3 «�0�2Z« ª � ¨DC�¨ 5 ¨%7H2yª�«�6�¨�§�ªPGL0�S «�z�W � UaG[0 « 3 X�G)«<04G�ª �:5 ¨%7�© �43 GaX � ¨ 3 « �qG[7�7]«�6]6�¨ 5 ��«#«�6 � 6�§�G��dCZG

δm ' 3

4
δr ∝ t2/3 ∝ (1 + z)−1.

~t¬%. ?D. @%�
��¨%2
¨	0^S «�2
¨ 5 G)C�«�0vC � 6]G 5�5 ¨%2#2 � G[7�« 3 §�¨�0 «s2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 ��3 «�0:0bG)7HGr§�« ª � G 5 ¨ 3 § �43 WZG 3 ¨ G[C

E � 9%W�ª]GN¬%. ¬[x �TU ¨%04WdX � ¨ 3 «3§�«�7�2
¨�ªPG[0 «vC�«�040 « 7�G[686�«>C ��M «�G 3 6
«>C � � � 0 �

«�U ¨%0:U «�ª�« 5 ¨ 3 G 3 C#G[7]« 3 §�¨ G 3#5 ¨ ªPGf©Z« 3 C�«�6 5 ª � §�§�¨rC#G[0404Gp~�¬%.A?q.A@%�v6 � G 3 «�0 5 G[6�¨ �43|5 W � 2
«�ª � 0
7�¨qC�«�040 ¨�C � W 3 � U�« ª]6�¨ 5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§�¨s6 � G ©�© � G

Ω = 1
6 � G 5 ��«;6 � G ©�© � G

w < 1
��2dW�ª 5 ��
}6 � G

Ωz � 1
.

�*« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � 2
«�ª�0 « z�WZGa0 � 0bG|7�G[686PG|6 � G 5 ¨%7�2�ª�«�6PGe§�ªPG
M

(a)
J,eq

>∼ M
>∼ M

(a)
D,rec

~ � 0
UaG[0 ¨ ª�«;C � zDWy«�6�§�SJWd0 § � 7�Gs7HG[686PG�
�C � 5 � ª 5 G

102(Ωh2)−5/4M�

� �43 «�2Z¨ 5 ��«�2�ª�« 5 «�C�« 3 § � Ga040bG
0 ¨ ª�¨�« 3 §�ª]Gr§�G 3 «�0:0^S ¨�ª � X�X�¨ 3 §�«hC�« � ©ZG ª � ¨ 3 � «VU�¨%0�U�¨ 3 ¨ 5 ¨ 3 0 «�9[9�«hCZGr§�G<CZG[0:0bG�~�¬%.A?q. ¬��
� �43 «�2
¨ 5 ��«
�43 §�«�ª]7�«�C � «YG[0:0^S �43 §�« ª8UaG[0:0 ¨

zH,M

«
zrec

�y«�2
¨ 5 GfCy«�0404G�ª �:5 ¨%7�© �43 GaX � ¨ 3 « ��¨%6 5 � 0:0bG 3 ¨ 5 ¨%7�«3¨ 3 Cy«
G 5 W#6�§ �45 ��«]«�C�¨%2
¨r0�S «�2Z¨ 5 G�C�«�0BC � 6PG 5�5 ¨%2d2 � G[7�« 3 §�¨ «�U ¨%0:U ¨ 3 ¨ 5 ¨%7�«Hz�W�«�040 «H2
«�ª=0 «�zDW#G[0 � 6 �
�ZG

M
>∼ M

(a)
J,eq

.L� � C�«Vy 3 � 6 5 « � 
 ��� ��� � 
�� ��� � � ��� �(� � 
 � � C � W 3 G;2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 «�C � 7HG[686PG
M0^S � 6�§�G 3 §�« 5 G ª]Gr§�§�«�ª � X�X�Gr§�¨�CZGfW 3 ª�«�C#6 � � j §

zH,M

��§PG[0 « 5 �y«

MHb(zH,M) =
π

6
%mr

3
H = M,
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 � 0�ª]G[9%9 � ¨=C�«�040�S ¨�ª � X�X�¨ 3 §�« 5 ¨%6]7�¨%0 ¨[9 �45 ¨#.�e1«�0 5 Ga6�¨ �:3H5 W � 0 «_2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � G ©y© � G 3 ¨
7HG[6]6]G

M < M
(a)
D,rec

«VU�¨%0�U�¨ 3 ¨ 5 ¨%7]«f0 «L2�ª�« 5 «�C�« 3 § � y 3 ¨ G[0 7�¨%7�« 3 §�¨ �:3p5 W �
M = M

(a)
D

�
C�¨%2
¨fC ��5 ��«>U�« 3 9�¨ 3 ¨�C � 6]6 � 2ZGr§�«[.

K>«B2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � � 6�¨ §�« ª]7�« 5 ¨ 3 7�G[686PG
M

>∼M
(i)
J,rec

ª � 7�G 3 9�¨ 3 ¨ 5 ¨ 3 9�«�0bGr§�« y 3 ¨ Ga040^S «�2
¨ag
5 G
zi = min(zeq, zrec)

Cy¨%2Z¨�C ��5 ��«=G 3#5 �wS «�6]6�«=C � U « 3 §�G 3 ¨ �:3 6�§PG © � 0 � «�Cm«VU�¨%0�U�¨ 3 ¨ 5 ¨ 3 0 «�9%9�«
G 3 Ga0 ¨%9`G�G�z�W�«�040bGLCy«�040 «Y2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 � G[C � G ©ZGr§ �45 ��«a.

� 3 Ga0 � X�X � G[7]¨e¨�ª]G � 0 5 G[6�¨	C � W 3 � U�« ª]6 � C�¨%7 �43 G�§ � CZG)7HGr§�« ª � G ¨%6 5 W�ª]G 3 ¨ 3 ©#G ª � ¨ 3 �45 Gd.
K>«;2ZG ª�§ �:5 «�0:0 « 3 ¨ 3)5 ¨%0:0 � 6 � ¨ 3 G[0 � ��G 5 W � C � 6�«�9[W � §�¨rj,G ª�«�7]¨mª � j «�ª � 7]« 3 §�¨ �43 C �:5 G 3 C�¨%0 « 5 ¨ 3 � 0
6 � 7)©
¨%0 ¨

X
�d6�¨ 3 ¨�G 3#5 ��«YCy« §�§�« � � � � � � � ! � � � �#! � «vU�« 3 9�¨ 3 ¨f68W#C#C � U � 6 ��3 « � 6�«�9%Wy« 3 § � C#Wy«2§ � 2 � x

G`� � � ��� � � ��! � � � �#! � � � ��� � ! ��� G�§PG[0 «>9�« 3 «�ª�«RGa2#2ZG ª�§�« 3 9�¨ 3 ¨�§PWy§�§�«<0 «>2ZG ª�§ �:5 «�0:0 « 5 ��« �43 «�2
¨ 5 ��«
G 3 §�« 5 «�C�« 3 § � G[0T0 ¨�ª�¨�C � 6]G 5�5 ¨%2#2 � G[7]« 3 §�¨f«�ª]G 3 ¨ �43 «�zDW � 0 � ©�ª � ¨�§�« ª]7�¨qC �43 G[7 �45 ¨ 5 ¨ 3 � 0�ª�«�6�§�¨
C�«�040 « 5 ¨%7�2Z¨ 3 « 3 § � Cy«�040�SJW 3 � U «�ª]6�¨#. �:« 3 9�¨ 3 ¨|W#0 §�«�ª � ¨�ª87]« 3 §�«;68W#C#C � U � 6 � �:3 x � � � � � � � ! � � � � ! �
! � ����� � 5 � ¨ 
 2ZG ª�§ �45 «�040 «sG 3d5 ¨�ª]G ª�«�0bG�§ � U � 6�§ �:5 ��« G[0:0^S «�2
¨ 5 G)C�«�0Y0 ¨�ª�¨ C � 6PG 5�5 ¨[2#2 � Ga7]« 3 §�¨���« �

� � � � � � � ! � � � � ! � , ��� ��� � �Zz�W�«�0:0 « 3 ¨ 3 2 ��� ª�«�04Gr§ � U � 6�§ �45 ��«vG�§PG[0 «2«�2Z¨ 5 Gq. � 3 § � 2 �:5 ¨�«�6�«�7�2 � ¨fC �

ª�«�0 � §�§ ��5 ¨%687 �:5 � §�«�ª87 �:5 � 6�¨ 3 ¨ ��3 «�W�§�ª �:3 � C�¨r§�Gr§ � C � 7HG[6]6]G��
mν ' 30eV �

©+� � � ��� � � � ! � � � �#! � 
 � 
 � � � � �#! ��� 6�¨ 3 ¨�z�W�«�0:0 « 2ZG ª�§ �:5 «�0:0 « 3 ¨ 3 �#G 3#3 ¨�7�G � 2ZG ª�§�« 5 � 2ZG�§�¨�G[040�S «�z�W � g
0 � ©�ª � ¨ §�« ª]7�¨qC �:3 G[7 �45 ¨ C�«�0:0 «�G[0 §�ª�« 5 ¨[7H2
¨ 3 « 3 § � Cy«�040�SJW 3 � U «�ª]6�¨#. "�G[2#2�ª�«�6�« 3 §�Gr§ � U � C � §PG[0 «
5 G�§�«�9 ¨�ª � G C � 2ZGrª�§ �:5 «�040 « 6�¨ 3 ¨ � 7�¨ 3 ¨%2
¨%0 � «��D6�« «�6 � 6�§�¨ 3 ¨��[9%0 � G[6]6 � ¨ 3 � « 0 « 6�§�ª �43 9��y« 5 ¨%687 �:5 ��«[.

� 3 Ga0 ¨%9`Ga7]« 3 §�«�G 5 ¨[7]« 
H6�§�Gr§�¨ j,Gr§�§�¨�2Z« ª=0 «H2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � GaC � G ©#Gr§ �:5 ��«�« � 6�¨ §�« ª]7�« �
G 3#5 �y« �43 zDWy«�6�§�¨ 5 G[6�¨L2
¨%6]6 � G[7�¨=Cy«�y 3 � ª�«_0bG>7�G[686PGRC �!M «�G 3 6�«_0bG<7�G[686PG<C � , ��� � � � ��� ��� � 
 �
2
«�ª�2#G ª�§ �45 «�040 « 3 ¨ 3L5 ¨%0:0 � 6 � ¨ 3 G[0 � .�� � C�«Vy 3 � 6 5 « 7HG[686PG C � j ª�« « 6�§�ª�«�G[7 �:3 9 04G_z�WZG 3 § � §�Q1«�6]2yª�«�686PG
CZG[0:0bG�ª�«�04G[X � ¨ 3 «

Mfs =
π

6
mXnXλ

3
fs

¨�U�«
λfs


YC�« §�§�G�6 5 G[0bGLC � j ª�« «Y6�§�ª�«(G[7 �43 9)«
mX

«
nX

6�¨ 3 ¨�ª � 6]2
« §�§ � U[Ga7]« 3 §�« 04GL7�G[686PG)«Y04G
C�« 3 6 � §�Q 3 W#7]« ª �:5 GYC�«�0:0 « 2#G ª�§ �45 «�040 « 3 ¨ 3f5 ¨[040 � 6 � ¨ 3 G[0 � . "vW�«�6�§�G>z�WZG 3 § � §�Q�
 j ¨ 3 CZGa7]« 3 §PG[0 « 2Z« ª
0 ¨�6�§PW#C � ¨�C�«�040^S «�U ¨%04WdX � ¨ 3 « C�«�040 «v2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 �!3 «�040bG 5 ¨%7�2Z¨ 3 « 3 §�« 3 ¨ 3�5 ¨%0:0 � 6 � ¨ 3 G[0 «hC�«�040^SOWqg
3 � U�«�ª86�¨�� �43 z�WZG 3 §�¨=2
«�ª 0 «h2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � 2
«�ª 0 « z�WZGa0 � 6 � �#G

λ > λJ

0 « j ¨�ª8X�«h9�ªPG(U � §PG[X � ¨ 3 G[0 �
�ZG 3d3 ¨ � 0 6�¨%2�ª]G(UDU « 3 §�¨)6]W#0:0 «}j ¨�ª]X « 5 �y«m§�« 3 C�¨ 3 ¨�G 5 ¨ 3 §�ª]G[6�§PG ª�« 0bG 5 ª�«�6 5 � §PG C�«�040 «�6�§�«�6]6�«��
7�« 3 §�ª�«v2Z« ª

λ < λJ

0�S « � «w§�§�¨=C � 682Z« ª]6 � U�¨�C � j ª�«�«v6�§�ª�«�G[7 �43 9 
vC�¨%7 �43 G 3 §�«[.T�@«�ª 5 W � §]Wy§�§�«v0 «
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2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 �w5 ¨ �43 U ¨%049�« 3 § � 7HG[6]6�«
M

<∼Mfs,X

U�« 3 9�¨ 3 ¨�ª]G[2 � C#G[7]« 3 §�«YC � 6]6 � 2ZGr§�«YG 5 G[Wd6PG
C � W 3 §�Ga0 «2« � «w§�§�¨d.

K>«�yZ9[W�ª�«R~�¬%.A@%��«=~�¬%.JI`� 7�¨%6�§�ªPG 3 ¨<0^SJG 3 C#G[7]« 3 §�¨3§�«�7H2
¨�ªPGa0 « C�«�040 «�CdW�«_z�WZG 3 § � §PQ=G[2d2Z« 3 G
5 � §�Gr§�«f2Z« ª � ª�«�0 � §�§ � 5 ¨%687 �:5 �T5 G[04C � ~

ν
3 «�Wy§�ª �43 � 7�G[686 � U � �

X 6= ν
G[0 §�ª�«�2#G ª�§ �45 «�040 « 5 G[0:C�«��2«

j ª�«�C#C � � 5 ¨ 3
tder

6 � �43 §�« 3 §�«v0�S «�2Z¨ 5 GRCy«�0404G�§�ªPG 3 6 � X � ¨ 3 «_CZG[0:0bG<j,Ga6�«2ª�«�0bG�§ � U � 6�§ �:5 G<GRz�W�«�0:0bG 3 ¨ 3
ª�«�0bGr§ � U � 6�§ �:5 Gd.

E � 9%W�ªPGN¬[. @qx � U ¨%04W#X � ¨ 3 «YC�«�0:0 «Y7HG[6]6�«YC ��M «(G 3 61«YC � j ª�«�«>6�§�ª�«�G[7 �:3 9�2
«�ªh2ZG ª�§ �45 «�0:0 « 5 G[04C�«

�*« ª � ª�«�0 � §�§ �Z5 ¨[6]7 �45 �Z3 ¨ 3 §�« ª]7 �45 � W 3 G�§PG[0 «_G 3 Ga0 � 6 � 
_68W#2
«�ª + WZG �43 z�WZG 3 §�¨ 3 ¨ 3 «�6]6�« 3 C�¨
«�686 � 7�G � 6�§�Gr§ � �43 «�z�W � 0 � ©�ª � ¨ 5 ¨ 3 0 «�G[0 §�ª�« 5 ¨%7H2
¨ 3 « 3 § � C�«�0:0^SOW 3 � U�«�ª86�¨h«�C	G(U « 3 C�¨ U�«�0 ¨ 5 � §PQ
6�«�7H2yª�«p§�ª]G[6 5 W�ªPG © � 0 � ª � 682Z«w§�§�¨ G 5 � G[6 5 W 3 GpC � «�686�«�� � U[Ga0 ¨�ª � 7HG[6]6 � 7 � ªPG[9[9 � W 3 9 � © � 0 � CZG[0:0 «
7HG[6]6�« C �!M «(G 3 6�« C � j ª�«�«_6�§�ª�«(Ga7 �:3 9R6�¨ 3 ¨�7�¨%0 §�¨�©ZGa6]6 � . � ��5 ¨ 3 6�«�9%Wy« 3 X�Gf0 «_2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 �

6]Wm§PWy§�§�«R0 «=6 5 G[0 «=C � �:3 §�«�ª�«�6]6�« 5 ¨[6]7�¨%0 ¨%9 �45 ¨ 5 ª�«�6 5 ¨ 3 ¨ �43 �:3 §�«�ª�ª�¨ §�§�G[7�« 3 §�«�«�ª � «�6 5 ¨ 3 ¨�GH9�« g
3 « ªPG ª�«Y2�ª�¨ §�¨%6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« 5 ¨%687 �:5 ��«Y6�¨%0 ¨�6]W�6 5 G[0 «YC�«�040�S ¨�ª8C �43 « C �

M
>∼M

(i)
J,rec

�dC�¨�U�«>2Z« ªPG[0 §�ª�¨
6�¨ 3 ¨H9 � Q�Gr§�§ � U « + Wy§�§PWZG[X � ¨ 3 �!3 «�0:0bG 5 ¨%7H2
¨ 3 « 3 §�«#©ZG ª � ¨ 3 �:5 Gd.
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\�¨%7�« G ©�© � G[7�¨h9 � Q U � 6�§�¨ 3 «�0q2yª�« 5 «�C�« 3 §�« 2ZG ª]G[9�ª]Gaj ¨�� 0 « 2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � GaC � G ©#Gr§ �:5 ��« 5 ��«
6�¨[2�ªPG(U�U � U�¨ 3 ¨;6 �:3 ¨HG[0404G�ª �45 ¨%7)© �:3 G[X � ¨ 3 «Y6�¨ 3 ¨�z�W�«�040 « 5 ¨ �43 U�¨[049�« 3 § � 7�G[686�«

M > M
(a)
D,rec ≈

1012 ÷ 1014M�

.v�_7H7�« §�§�« 3 C�¨ 5 �y«�0^SJG[7H2 � «�X�X(GfC�«�0:0 «=2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 ��5 G[0 � G[0 5 ª�«�6 5 «�ª�«�Cy«�0�g
0bG 0 ¨�ª�¨	7�G[686PG���6 � 2#W���U�« ª � y 5 G ª�« 5 ��« 0 «s2yª � 7�«s2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � G¤« 3 §�ª]G ª�« 3 «�040bG|j,G[6�« C �

«�U ¨%04WdX � ¨ 3 « 3 ¨ 3 0 �43 «�G ª�«�6�¨ 3 ¨�z�W�«�0:0 « 5 ¨ 3 7�Ga6]6�«�C�«�040^S ¨�ª8C �43 «RC �
1014 ÷ 1015M�

. � Gf§PG[0 �
2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 � 6 � j ¨ ª]7�«�ªPG 3#3 ¨s6�§�ª]W�§�§PWyª�«;C � j ¨�ª]7HGrGa2#2 � G�§�§ � §�G�� � 2#G 3#5 G � « � CZGa040 «�z�WZG[0 � 6 �
¨�ª � 9 �:3 «�ª]G 3#3 ¨ � 2�ª�¨ §�¨%G[7H7HG[686 � C � 9`G[0bGa6]6 � «[. �vG[0:0bG;68W 5�5 «�6]6 � UaG�j ª]G[7�7]« 3 §PG[X � ¨ 3 «LC � z�W�«�6�§ �
6 � j ¨ ª]7�«�ªPG 3#3 ¨f0 «v6 �43 9 ¨%0 «Y9`Ga0bG[686 � «�~,6 5 « 3 Grª � ¨�§�¨%2qg1Cy¨ 
 3 �V.

e1«�0 5 G[6�¨sCy«�040 « + Wy§�§]WZG[X � ¨ 3 � � 6�¨ §�«�ª]7�« ��0 «f2�ª � 7�«f2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � G�C � U « 3 §�Grª�« �:3 6�§PG © � 0 �
G[0:0bG�ª �45 ¨[7)© �43 G[X � ¨ 3 « 6�¨ 3 ¨fz�W�«�0:0 « 5 ¨ 3 7�G[686�«YC�«�040�S ¨�ª8C �43 «vC �

M > M
(i)
J,rec ≈ 105 ÷ 106M�

�
5 ¨ ª�ª � 6]2
¨ 3 C�« 3 § � G[0:0^S �43#5 � ª 5 G�G[0404G_7HG[6]6]GvC � W 3 G[7�7HG[6]6�¨Y9%0 ¨�©dW#0bG ª�«[.��qW#2d2Z¨ 3 « 3 C�¨ 5 ��«�G 3d5 ��«
�43 z�W�«�6�§�¨ 5 Ga6�¨s0�SAG[7�2 � «�X�X�G�Cy«�040 «f2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � 5 G[0 � G[0 5 ª�«�6 5 «�ª�«;C�«�040bG�7�Ga6]6PG 5 ¨ �:3 U�¨%0 §�G��
6 � C�«�CdW 5 « 5 ��«R0 «R2yª�¨ §�¨%6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« 5 ��«�« 3 §�ª�« ªPG 3#3 ¨}2Z« ª 2�ª � 7�« 3 «�0404G�j,G[6�« 3 ¨ 3 0 �43 «�G ª�«<6�¨ 3 ¨
z�W�«�0:0 « 5 ¨ 3 7HG[686�«vC�«�040�S ¨�ª8C �43 «�C �

M
(i)
J,rec

. {#ª]G[X � « G<j « 3 ¨%7�« 3 � C � �43 6�§�G © � 0 � §�Qv9�ª]G(U � §�G[X � ¨ 3 G[0 «
6]W|6 5 G[0 «�U � G;U � G}6�«�7�2�ª�«f7HG[9%9 � ¨�ª � 6 � U «�ª�ª]G 3#3 ¨ G}j ¨�ª]7HG ª�«R6�§�ª8Wy§�§]W�ª�« 5 ¨ 3 7HG[686PG}6�«�7H2�ª�«
2 ��� 9 ªPG 3 Cy«>y 3 ¨�G[0404G=j ¨�ª]7HG[X � ¨ 3 « C�«�9%0 � G[7�7�Ga6]6 � C � 9`G[04G[6]6 � «f~�6 5 « 3 G ª � ¨�©Z¨r§�§�¨[7fg W#2+�V.

E � 9%WyªPGN¬%.JIdx � U�¨%0:W#X � ¨ 3 «YC�«�040 «Y7�G[686�«YC ��M «�G 3 6
«>C � j ª�« «>6�§�ª�«(G[7 �43 9�2Z« ª�2#G ª�§ �45 «�040 « j ª�«�C#C�«

/ 3 y 3 « U «�C � G[7�¨ 5 ¨%7�«vG(U�ª�« ©�©
«�ª�¨�¨ ª � 9 �43 «h0 «_9`G[04G[6]6 � « �43 6 5 « 3 G ª � C�¨%7 �43 Gr§ � CZGR7HGr§�« ª � G
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¨%6 5 W�ª]G 3 ¨ 3p5 ¨%0:0 � 6 � ¨ 3 G[0 «a.h/ 3 §PG[0 5 G[6�¨}6 � j,G 3d3 ¨}0 «=6�«�9[W�« 3 § � §�ª�«LC � 6�§ �43 X � ¨ 3 � G�6�« 5 ¨ 3 CZG}C�«�0
§ � 2Z¨�C � 2ZG ª�§ �45 «�040 « 5 ¨ 3 6 � C�«�ª]Gr§�«ax
G`�}6 5 « 3 G ª ��5 ¨ 3 2#G ª�§ �45 «�040 « C � § � 2Z¨ 5 Ga04C�¨�� 5 ¨�ª�ª � 682Z¨ 3 C�« 3 § � G � ª�«�0 � §�§ �#5 ¨[6]7 �45 �Z5 G[04C � ~ $�¨ § �vG ª �
�rGr§�§�« ª�x�$ �Y�s� � �43 z�W�«�6�§�¨|6 5 « 3 G ª � ¨ 04Gr9�« 3 «�6 � Cy«�040�S ¨ ª � 9 �43 «fC�«�040 «�9`G[0bGa6]6 � «�6�«�9%W�«�9�ª�¨%6]6�¨
7�¨qC�¨�0 «Y0 �:3 «�«Y9 � Q�§�ª]G 5�5 � Gr§�« 3 «�0 5 G[6�¨�C�«�9[0 � 6 5 « 3 G ª � §�¨%2qg1Cy¨ 
 3 �

©+�}6 5 « 3 G ª � 5 ¨ 3 2ZG ª�§ �45 «�040 «LC � § � 2
¨}j ª�«�CdC�¨�� 5 ¨�ª�ª � 6]2
¨ 3 C�« 3 § � G � ª�«�0 � §�§ ��5 ¨[6]7 �45 � j ª�«�CdC � ~^\�¨%0:C
�vG ª ���rGr§�§�« ª�xB\��Y�s� � �:3 z�W�«�6�§�¨ 5 G[6�¨�9%0 � 6 5 « 3 Grª � 6�¨ 3 ¨H6 � 7 � 0 � Gfz�W�«�0:0 � ©
¨ §�§�¨%7�g1W#2 �

5 �}6 5 « 3 G ª � � ©�ª � C � � 5 ¨�ª�ª � 682Z¨ 3 C�« 3 § � GaCrW 3 G�7 � 6 5 «�0bG�C � 2ZGrª�§ �:5 «�040 « 5 G[04Cy«�«<j ª�«�C#C�«�~^\ $ �v� ¨
� �Y�|xw� ��� «�C �vG ª ��� Gr§�§�«�ª�� � 0bG�2 ��� C � � Wd6PGLU�« ª]6 � ¨ 3 «<C � §�G[0 «Y6 5 « 3 G ª � ¨ 
>zDWy«�0404G �43�5 W � 0 «
5 ¨[7H2
¨ 3 « 3 § � C�«�0:0^SOW 3 � U «�ª86�¨�6�¨ 3 ¨ 0bG�\��Y� « 3 «�Wy§�ª �43 � 0 «�9%9�« ª �T5 ¨ 3 7HG[6]6]G�C � 5 � ª 5 G ¬(�m« �L.
�*« ªR04G�2�ª � 7HG � 0T2ZG ª]G[7]«w§�ª�¨ C � C�« 3 6 � §�QrGa6]6]Wd7]«HC � 6�¨%0 � §�¨ � 0 UaG[0 ¨�ª�«�C �

ΩX ' 0.7
��2
«�ª<0bG

6�« 5 ¨ 3 CZGYzDWy«�040 ¨vC �
ΩX ' 0.3

.T��« ©�©
« 3 « W 3 §PG[0 «B6 5 « 3 G ª � ¨Y6�«�7)©�ª]G �43 9�ª]G[C�¨YC � ª�« 3 C�«�ª 5 ¨ 3 §�¨
C�«�040 «Y6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«>6]W�9�ª]G 3 C�«>6 5 G[0bG�¨%686�« ª8UaGr§�«�� 5 � � 3 ¨ 3 G(U�U � « 3 «>2Z« ª�z�W�«�040 «Y6]W�2 �45�5 ¨%04GL6 5 Ga0bGd.
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� 3 G + Wy§�§PWZGaX � ¨ 3 «
δ
«�U ¨%0:U « 3 «�0:0 «L7�¨qC#G[0 � §�QH2yª�«�U � 6�§�«fCZGa040bG�§�«�¨ ª � G;6�U � 04Wd2#2ZGr§PG 3 « � 2ZG g

ªPGa9�ªPGays2�ª�« 5 «�Cy« 3 § � 6 �43#5 ��
)ª � 6]W#0 §�G
0 < |δ| � 1

.�"vWZG 3 C�¨ |δ| ' 1
0bG�§�«�¨�ª � G�C �TM «�G 3 6 3 ¨ 3


�2 �	� G[2d2#0 �:5 G © � 0 «�«;6 � Cy«�U�«�GaC�¨ §�§PG ª�«HW 3 C � U�« ª]6�¨pGa2#2�ª�¨ 5�5 � ¨ 2Z« ªR2
¨ §�« ªR2�ª�¨ 5 «�C�« ª�« 3 «�040bG
3 ¨%6�§�ª]G �:3 CZG[9 �:3 «v68W#0404GL9�« 3 «�6 � C�«�040 «Y2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � .
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U � 6 5 ¨%6 � §�Q 5 �y«�6 � 7LWd0 � 0�SAGaX � ¨ 3 «RC�«�0404G;9�ªPG(U � §PQ 5 ¨%6�§�ª �:3 9�« 3 C�¨ 5 ¨[6! 0 «R2ZG ª�§ �45 «�040 «LG[C & G[C�«�ª � ª�« (
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«#ª � 6�¨%0�U�«�ª�«Y2Z« ª
«�6]6 � 0^S «�z�WZG[X � ¨ 3 «YC � �*¨ � 6]6�¨ 3 .

/ 3 C �:5 � � G[7�¨ 5 ¨ 3
~n
W 3 U « §�§�¨�ª�« 5 �y«fy#6]6PG�0bGH2Z¨%6 � X � ¨ 3 «RC � W 3 2#W 3 §�¨�68W#0404G;9�ª � 9%0 � G�� 5 ¨ 3

M
� 0 3 W#7�«�ª�¨sC � 5 «�0:0 « �43�5 W � 
�C � U � 6�¨ 5 � G[6 5 W 3 04Gr§�¨�C�«�0:0bG 3 ¨%6�§�ªPG�&16 5 Gr§�¨%04G ( «�Cy«�y 3 � G[7�¨
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¨ 3 � G[7�¨ 5 ��«�0bGv0:W 3 9���«�X�X�G<C�«�0Z0bGr§�¨YC�«�0:0bG 3 ¨[6�§�ª]G
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∑
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0 ¨ ª�¨���¨ §�§�« 3 � © � 0 « 5 ¨ 3 � 0!7]«w§�¨DC�¨�� � .
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KFG�j�W 3 X � ¨ 3 «=C ��5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 « 
L6�§�Gr§PG�2
«�ªv7�¨%0 § � G 3#3 � � 0�2�ª �:3#5 � 2ZG[0 «=7�« §�¨qC�¨�C � G 3 G[0 � 6 �
C�«�040 «Y2yª�¨%2�ª � «w§�Q�C�«�0 5 04W#6�§�«�ª �43 9fC�«�040 «Y9`G[0bGa6]6 � «2«<C�«�9%0 � G[7�7�Ga6]6 � C � 9`G[04G[6]6 � «[.B��« ©�©
« 3 «�«�686PG
2
¨%6]6]G]«�686�« ª�«LGa2#2#0 �:5 Gr§PG�GfUaG ª � « 5 04G[6]6 � C � ¨%9%9�«w§�§ ��5 ¨%7�«>zDW#G[6PG ª��!ªPG[C � ¨f9`G[0bGa6]6 � «3¨�Ga0 §�ª�¨�� �:3
z�W�«�6�§�¨ 5 G[2 � §�¨%0 ¨ 5 ��5 ¨ 3#5 « 3 §�ª�« ª�«�7]¨L68W#0404G<68WZGLG[2d2#0 �:5 G[X � ¨ 3 «�G[0:0 «hC � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � 9`G[04G[6]6 � «�«
G[7�7�Ga6]6 � C � 9`G[04G[6]6 � «a.0¦2ª � 9 �43 Grª � Ga7]« 3 §�« «�686PGRj�W}Ga2#2#0 �:5 Gr§PG=G<C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � © � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 G[0 �
C � ¨%9%9 « §�§ � 7�G 5 ¨ 3 0^SJG(UDU « 3 §�¨rC�« � 2�ª � 7 � «�6�§�«�6 �B5 Gr§�G[0 ¨%9�� � C � 7 � 68W�ª�«fC � ª�«�C#6 � � j § ��6�« 3 « 

«�6�§�«�6PGH0�SAGa2#2#0 �:5 G[X � ¨ 3 «vG 3#5 �y«=GfC � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � §�ª � C � 7�« 3 6 � ¨ 3 Ga0 � .

KFGs2�ª�¨�©#G © � 0 � §PQ 5 ¨ 3 9 � W 3 §PG
δ2P2

C � §�ª�¨�UaG ª�«;CdW�«}9`G[04G[6]6 � «�2
¨%6�§�«pª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�« 3 « �
U�¨[04W#7 �

δV1

«
δV2

2
¨%6�§ � G[CrW 3 G�C � 6�§�G 3 X(G
~r12

0^SOW 3 ¨HCZG[0:0^SJG[0 §�ª�¨ 
�«�6]2yª � 7 � © � 0 «Y7�«�C � G 3 §�«>04G
6�«�9%W�« 3 §�«�«�6]2�ª�«�686 � ¨ 3 «[x

δ2P2 = n2
V [1 + ξ(r12)]δV1δV2,

~�@q. ¬[. ¬��
¨�U�«

nV


 04G<C�« 3 6 � §�QRC � 9%G[0bG[686 � «�2
«�ªBW 3 � §�Q>C � U ¨%04Wd7]«�«
ξ(r)


 0bGYj�W 3 X � ¨ 3 «_C ��5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
6]2#G[X � G[0 «<GHCdW�«=2dW 3 § � �+04G�z�WZG[0 «=2
«�ª�0^S � 6�¨ §�ª�¨%2 � G)«�¨%7�¨%9�« 3 « � §�Q�C�«�040^SOW 3 � U�« ª]6�¨ 3 ¨ 3 C � 2
« 3 Cy«
CZG[0:0^S ¨�ª � « 3 §�GaX � ¨ 3 «=Cy«�0 U�«w§�§�¨�ª�«

~r12
7�G;6�¨%0 ¨�CZGa0 6]W�¨�7�¨qCdW#0 ¨#.L� � 2#W���U «�ª � y 5 G ª�« 5 ��«�6�«f0 «

9`G[04G[6]6 � « j ¨%686�«�ª�¨LC � 6�§�ª � ©#W � §�« �:3 7�¨qC�¨=C�«�0!§PW�§�§�¨ 5 G[68WZG[0 « 3 «�040 ¨<6]2#G[X � ¨R6 � G(U�ª�«�©y©Z«
ξ(r) = 0

.
��«
ξ(r) > 0

6 � 9 3 � y 5 G 5 ��«h0 « 9`G[04G[6]6 � « 6�¨ 3 ¨Yj ªPGY0 ¨ ª�¨ 5 ¨ ª�ª�«�0bGr§�« �%6�« �43 U�« 5 «
ξ(r) < 0

3 ¨ 3 6�¨ 3 ¨
@%c
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5 ¨ ª�ª�«�0bGr§�«[. �vGa040^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «;~�@q. ¬%. ¬��h6 � 2#W���ª �:5 G(UaG ª�«<W 3 G�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « 5 ��«<j ¨�ª 3 � 6 5 « � 0 3 W#7�«�ª�¨
7�«�C � ¨�C � 9`G[04G[6]6 � «v2
¨%6�§�«<G[C W 3 G�C � 6�§�G 3 X�G

r
CZG�W 3 GfCZGr§�G�9`Ga0bG[686 � G��

〈N〉r =
4

3
πnV r

3 + 4πnV

∫ r

0
ξ(r′12)r

′ 2
12 dr

′
12,

~�@q. ¬[. @%�
�43>5 W � � 0%6�« 5 ¨ 3 C�¨�§�«�ª87 �:3 « G C�«�6�§�ª]G_C�«�040^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «0«�682�ª � 7]«T0�S « 5�5 «�6]6�¨�¨ � 0[C � j « §�§�¨hC � 9`Ga0bG[686 � «
ª � 6]2
« §�§�¨�G[C�W 3 GfC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 « 5 G[68WZG[0 «[.

��§�¨ ª �45 G[7�« 3 §�«;0 «Hj�W 3 X � ¨ 3 � C �B5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « 5 ��«}2
«�ªL2�ª � 7�«�6�¨ 3 ¨ 6�§PGr§�«�Ga2#2#0 �:5 Gr§�«�Ga040 ¨
6�§]W#C � ¨ C�«�040 «}2�ª�¨%2yª � «w§�QpC � 5 0:W#6�§�«�ª �43 9|C�«�0:0 «�9`G[04G[6]6 � «;j�W�ª�¨ 3 ¨|0 «;j�W 3 X � ¨ 3 � C �h5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
G 3 9 ¨%0bG ª�«YG�C#W�«<2#W 3 § �

w(ϑ)
C�«Vy 3 � §�«>7]«�C � G 3 §�«

δ2P2 = n2
Ω[1 + w(ϑ12)]δΩ1δΩ2,

~�@q. ¬[.AI`�
5 ��« 6 � 7 � 047�« 3 §�«rG[0:0bG ~^@q. ¬%. ¬��fj ¨�ª 3 � 6 5 «s04G)2�ª�¨�©ZG © � 0 � §�QpC � §�ª�¨�U[Grª�«s2�ª�¨ � «w§�§PGr§�« 6]W#0:0bG U ¨%0 §PG
5 «�0 «�6�§�«�C#W�«f9`Ga0bG[686 � «fGa040^S �43 §�«�ª 3 ¨}C�« � C#Wy«]«�0 «�7�« 3 § � C � G 3 9�¨[0 ¨}6�¨[0 � Cy¨

δΩ1

«
δΩ2

6�«�2ZG ª]Gr§ �
C�«�040^SJG 3 9 ¨%0 ¨

ϑ12

«
nΩ


 � 0 3 W#7�«�ª�¨HC � 9`G[04G[6]6 � «>2�ª�¨ � « §�§�Gr§�« �43�5 � «�0 ¨f2
«�ª_G 3 9�¨%0 ¨H6�¨%0 � C�¨#.Be1«�0
2ZG ª]G[9�ª]Gaj ¨;6]W 5�5 «�6]6 � U�¨�U�«�C�ª�«�7]¨ 5 ¨%7�«L0 «LC#W�«�j ¨�ª87]«=C�«�0:0bG�j�W 3 X � ¨ 3 «LC � 5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «L6�¨ 3 ¨
ª �:5 ¨ 3 C#W 5 � © � 0 � 0�SJW 3 GfG[040�SAG[0 §�ª]Gd.

/ 3 7HG 3 � «�ª]GYG 3 G[0 ¨%9`Gv6 � 2
¨%686�¨ 3 ¨<C�«Vy 3 � ª�«h0 « j�W 3 X � ¨ 3 � C �Z5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « 2Z« ª
N > 2

2#W 3 § � .
/ 3 2ZG ª�§ �45 ¨%0bG ª�«v2
«�ª 0bGLj�W 3 X � ¨ 3 «YC ��5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «YG)§�ª�«>2#W 3 § � 6 � �ZG

δ3P3 = n3
V [1 + ξ(r12) + ξ(r23) + ξ(r31) + ζ(r12, r23, r31)]δV1δV2δV3

~�@q. ¬[.JN��
¨�U�«

δ3P3


 04G<2�ª�¨�©ZG © � 0 � §�QYC � §�ª�¨�UaG ª�«�§�ª�«_9`G[0bGa6]6 � « 3 « � U�¨%0:W#7 �
δV1

�
δV2

«
δV3

2Z¨%6�§ � ª � 6]2
« §8g
§ � UaG[7]« 3 §�«�G<C � 6�§PG 3 X�G

r12
�
r23
«
r31
«
ζ

�0bGYj�W 3 X � ¨ 3 «_C �+5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 « ª � C�¨ §�§PG=G3§�ª�«_2dW 3 § � .

KFGLj�W 3 X � ¨ 3 «>C �!5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «>G 3 9 ¨%0bG ª�«YG)§�ª�«<2dW 3 § �
z

YCy«�y 3 � §�Gf7]«�C � G 3 §�«v0^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «

δ3P3 = n3
Ω[1 + w(ϑ12) + w(ϑ23) + w(ϑ31) + z(ϑ12, ϑ23, ϑ31)]δΩ1δΩ2δΩ3

~�@q. ¬[. ?%�
5 ��« 
>0bGL2�ª�¨�©ZG © � 0 � §�QRC � §�ª�¨�UaG ª�«2§�ª�«>9`G[04G[6]6 � « 3 « � §�ª�«3«�0 «�7]« 3 § � C � G 3 9�¨%0 ¨�6�¨%0 � C�¨

δΩ1

�
δΩ2

�

δΩ3

��6�«�2ZGrªPGr§ � ª � 682Z«w§�§ � UaG[7]« 3 §�«YCZG[0:0 «YC � 6�§PG 3 X�«=G 3 9 ¨%0bG ª �
ϑ12

�
ϑ23

�
ϑ31

6]W#0:0bGLU�¨%0 §�G 5 «�0 «�6�§�«a.
e1«�040 « 2yª�« 5 «�C�« 3 § � ª�«�04G[X � ¨ 3 � � §�« ª]7 �43 �

ξ(rij)
«
w(ϑij)

6�«�ª�U�¨ 3 ¨YG
§�« 3 « ª 5 ¨ 3 §�¨ Cy«�0 5 ¨ 3 §�ª � ©dWy§�¨��
G[0:0bG 2�ª�¨�©ZG © � 0 � §�Q

δ3P3

�DC � §PWy§�§�«�0 « 2
¨%6]6 � © � 0 �D5 ¨%2d2 � «hC � 2#W 3 § � ��6�¨DC#C � 68j,G 5 « 3 § � Ga040 « 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 �

2
¨%6�§�«�68W#040 « C � 6�§�G 3 X�«
ª�« 5 � 2�ª�¨ 5 ��«
r12

�
r23
«
r31

�DG[0:0 « z�WZGa0 � 7HG 3#5 G � 0�§�«�ª]X ¨=2dW 3 §�¨ 3 « 5 «�686PG ª � ¨
2
«�ª j ¨�ª]7HG ª�«v0 «2§�«�ª 3 « 5 «�ª 5 Gr§�«[.
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� 0 §�«�ª � ¨�ª87]« 3 §�«v2
«�ª
N = 4

6 � �ZG 5 �y«<04GLj�W 3 X � ¨ 3 «YC ��5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «
η

>C�«Vy 3 � §�G�CZG

δ4P4 = n4
V [1 + ξ(r12) + ξ(r13) + ξ(r14) + ξ(r23) + ξ(r24) + ξ(r34) +

+ξ(r12)ξ(r34) + ξ(r13)ξ(r24) + ξ(r14)ξ(r23) +

+ζ(r12, r23, r31) + ζ(r12, r24, r41) + ζ(r13, r34, r41) + ζ(r23, r34, r42) +

+η(r12, r13, r14, r23, r24, r34)]δV1δV2δV3δV4

~�@q. ¬[. ¯`�
« �:3 7�¨qCy¨RG 3 G[0 ¨%9 ¨=6 � 2#W��RC�«Vy 3 � ª�« 04G<j�W 3 X � ¨ 3 «_C ��5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «_G 3 9�¨%04G ª�«�GRz�WZGr§�§�ª�¨R2#W 3 § �
u
.L� 3 G[0 ¨%9%G[7]« 3 §�«�G}z�WZG 3 §�¨�C�«w§�§�¨�2�ª � 7HG�� §]Wy§�§ � � §�« ª]7 �43 � 7 � 6�§ � C�«�0�§ � 2
¨

ξ(r12)ξ(r34)
«

ζ(r12, r23, r31)
5 � C#G 3#3 ¨ � 0 5 ¨ 3 §�ª � ©dWy§�¨RG[0404G>2yª�¨�©ZGr© � 0 � §�Q

δ4P4

�q2�ª�¨�U�« 3 � « 3 §�«vCZG�§]Wy§�§�«_z�W�«�040 «
§�« ª 3 «hC � 2dW 3 § � G 5 W � 7HG 3#5 G � 0#z�WZG ª�§�¨<2#W 3 §�¨���6�¨qC#C � 68j,G 5 « 3 §�« G[0:0 « 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 � � 7H2
¨%6�§�« 6]Wd040 «
C � 6�§�G 3 X�«mª�« 5 � 2�ª�¨ 5 �y«

r12
�
r13

�
r14

�
r23

�
r24

«
r34

� 3 « 5 «�686PG ª � ¨�2
«�ª�j ¨�ª]7HG ª�« 0 « z�WZGr§�«�ª 3 «
5 « ª 5 Gr§�«a.h�qW#0:0bGLj,G[046]G ª � 9`GLC � z�WZG 3 §�¨�6 �:3 ¨�ª]Gfj,Gr§�§�¨ 
<2Z¨%686 � © � 0 « 5 ¨%6�§�ª]W � ª�«>0�S «�6]2�ª�«�6]6 � ¨ 3 «RC�«�040bG
j�W 3 X � ¨ 3 « C ��5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «h682ZG[X � G[0 «_G�?>2#W 3 § �

τ
« C � z�W�«�040bG=G 3 9�¨[0bG ª�«

t
« 5 ¨[6! �U � G=2
«�ª�§]Wy§�§�«

0 «>Ga0 §�ª�«[.

� 
�� ` i ��� 
�� � ������� ���-` ��� � � �

� 3 Gf2�ª�¨%2�ª � « §PQf2#G ª�§ �45 ¨[0bG ª87]« 3 §�«YWy§ � 0 «vCy«�040 «vj�W 3 X � ¨ 3 � C ��5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «���«=682Z« 5 � G[047�« 3 §�«
C � z�W�«�0:0bG<GRC#W�«_2#W 3 § � ��
 5 ��«2«�6 � 6�§�« W 3 G�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «1ª�«�0bG�§ � UaG[7�« 3 §�« 6�«�7�2#0 �45 «hj ªPG<0 ¨�ª�¨<j ¨ ª]7HG
6]2#G[X � G[0 «3«Yz�W�«�040bGfG 3 9�¨%0bGrª�«[.

/ 3#3 G 3 X � §]Wy§�§�¨ �43 §�ª�¨qC#W 5 � Ga7]¨L04GLj�W 3 X � ¨ 3 «YC � 0:W#7 �43 ¨%6 � §PQ
Φ(L)

3 «�040bGL6�«�9%Wy« 3 §�«>j ¨�ª]7HG

dN = Φ(L)dL,

¨�U�«
dN


 � 0 3 Wd7]« ª�¨rC � 9`Ga0bG[686 � «f2
«�ª<W 3 � §�Q C � U ¨%04W#7�« 5 ¨ 3 04W#7 �43 ¨[6 � §PQ 5 ¨%7�2�ª�«�6PG�j ªPG
L«�C

L + dL
. �*¨%686 � G[7]¨)C�«�y 3 � ª�« j�W 3 X � ¨ 3 « C � 0:W#7 �:3 ¨%6 � §�QpG 3d5 ��«s0bGbª�«�04G[X � ¨ 3 «

Ψ(M) =

Φ(L)[dL/dM ]
�!«�682�ª�«�6]6]GH7�«�C � G 3 §�«Y0bG

δ2P = Ψ(M)δMδV
~^@q.A@q. ¬��

5 ��«�ªPG[2d2�ª�«�6�« 3 §PGH0bG�2�ª�¨�©ZG © � 0 � §�QRC � �43#5 ¨ 3 §�ªPGrª�« 3 «�0:0^S «�0 «�7�« 3 §�¨fC � U ¨%04W#7�«
δV

W 3 G�9%G[0bG[686 � G
C � 7�G[9 3 � §]W#C �43 « 5 ¨%7�2�ª�«�6PG j ª]G

M
«
M + δM

.p� � 7 � 047�« 3 §�«fG[0404G)~�@q. ¬[. ¬��>0bG�2�ª�¨�©#G © � 0 � §PQ
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5 ¨ 3 9 � W 3 §PG�C � §�ª�¨�UaG ª�«LC#W�«L9%G[0bG[686 � «=W 3 G;C � 7HG[9 3 � §PW#C �43 « 5 ¨%7�2�ª�«�6PG�§�ªPG
M1

«
M1 + δM13 «�0qU�¨[04W#7�« §�§�¨

δV1

« 0�SAGa0 §�ª]G�C � 7HG[9 3 � §PW#C �:3 « 5 ¨%7�2�ª�«�6PG�§�ªPG
M2

«
M2 +δM2

3 «�0DU�¨%0:W#7]«w§�§�¨
δV2

C � 6�§�G 3 § � j ªPG�0 ¨ ª�¨�C �
r12


#«�682�ª � 7 � © � 0 « 7�«�C � G 3 §�«Y0bG

δ4P = [Ψ(M1)Ψ(M2) +G(M1,M2, r12)]δM1δM2δV1δV2,
~�@q. @D. @%�

¨�U�«L04G�j�W 3 X � ¨ 3 «�{,§ � « 3 « 5 ¨ 3 §�¨;C�«�0:0bG 5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «#§�ª]G�0 «<9`G[04G[6]6 � «a. �DW#2#2
¨ 3 � Ga7]¨�¨�ªPG 5 ��«
0bG<04W#7 �43 ¨%6 � §�QvC � W 3 GR9%G[0bG[686 � G<6 � G �:3 C � 2Z« 3 C�« 3 §�« CZG[0:0bGY2
¨%6 � X � ¨ 3 « 5 �y«2«�686PG�¨ 5�5 W#2ZG �:3�5 � «�0 ¨
ª � 6]2
« §�§�¨|G[040 «�G[0 §�ª�«}9`Ga0bG[686 � «a. \ � �p6 � 9 3 � y 5 G 5 ��«�0bGsj�W 3 X � ¨ 3 «

Ψ(M)

 �:3 C � 2
« 3 C�« 3 §�«�CZGa0

9�ª]G[C�¨sC �B5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «�§�ª]Gr0 «H9`G[04G[6]6 � «[. � 3 Gh§�G[0 « � 2
¨ §�«�6 � � 5 � � G[7HGr§�G � 
 � � � � � ��� � ��� � � � �
2ZG ª�«#«�6]6�«�ª�« 5 ¨ 3 j «�ª87�G�§�G�CZG[0:0 «2¨%686�« ª8UaG[X � ¨ 3 � .T�*¨%686 � G[7]¨ 5 ¨%6! 2
¨�ª�ª�«

G(M1,M2, r12) = Ψ(M1)Ψ(M2)ξ(r12).
~�@q. @D.AI`�

/ 5 G�§�G[0 ¨%9�� � � 3 ¨�ª]7HG[047�« 3 §�« �:ªPG 5�5 ¨%0:9�¨ 3 ¨|0bG 2
¨%6 � X � ¨ 3 «}C�«�040 «�9`Ga0bG[686 � «}2 �	� ©�ª � 040bG 3 § � C �

W 3 G�CZG�§�G�7�Ga9 3 � §]W#C �:3 « 0 � 7 � §�«
m0

G[040�S �:3 §�«�ª 3 ¨LC � W 3 GfCZGr§�G)ª�«�9 � ¨ 3 «Y68W#0404GR68j « ªPG 5 «�0 «�6�§�«[. �
C#W 3 zDWy« 3 « 5 «�686PG ª � ¨]§�« 3 « ª 5 ¨ 3 §�¨;C�«�040�S « ª�ª�¨ ª�«>6 � 6�§�«�7�G�§ �45 ¨ 5 ¨%7�2 � W�§�¨�C�«�0:0^S ¨%6]6�«�ª8UaGr§�¨�ª�« 3 «�040bG
5 G�§�G[0 ¨%9`G[X � ¨ 3 «�C � ¨%9%9�«w§�§ ��5 ¨ 3 7HG[9 3 � §PW#C �:3 «�G[2#2ZGrª�« 3 §�«

m ' m0

. ��§PG[0_6 5 ¨%2
¨ �:3 §�ª�¨ag
C#W 5 � G[7�¨sW 3 G j�W 3 X � ¨ 3 «;C � 6�«�0 «�X � ¨ 3 «

f(m − m0)
5 �y«�z�WZG 3 § � y 5 G 0bGr2�ª�¨�©ZG © � 0 � §�Q 5 ��«�W 3

¨%686�«�ª�UaGr§�¨�ª�« �43d5 04WdCZGHW 3 G�9`G[04G[6]6 � G 5 ¨ 3 7HG[9 3 � §PWdC �43 «<G[2d2ZG ª�« 3 §�«
m
3 «�0�68W�¨ 5 G�§�G[0 ¨%9�¨#.�KFG

j ¨�ª87�GRC � z�W�«�6�§�GLj�W 3 X � ¨ 3 «�
2§PG[0 « 5 ��«>2Z« ª
m� m0

«�6]6]GHGa6]6]Wd7�GRUaG[0 ¨�ª � 7]¨[0 §�¨=2�ª�¨[6]6 � 7 � G
W 3 ¨��d7�« 3 §�ª�« 2
«�ª

m� m0

«�6]6]G�§�« 3 C�«YGRX «�ª�¨�«�C �ZGRW 3;3 « §�§�¨�§�ª�¨ 3d5 G[7�« 3 §�¨R2Z« ª
m ' m0

.
¦v0 §�ª�«YG 5 � ��0bGRj�W 3 X � ¨ 3 «YC � 04W#7 �43 ¨%6 � §�Q=Cy«�040 «v9`G[04G[6]6 � « �#G�W 3 Gf7HG[9 3 � §PWdC �43 « 5 G ª]Gr§�§�«�ª � 6�§ �45 G
CZGr§PG=CZG

M? ' −19.5+5 logh
«�§�« 3 Cy«2ªPG[2 � CZG[7�« 3 §�«_G=X�«�ª�¨L2
«�ª

M < M ?
. �qW#2#2
¨ 3 � G[7]¨

5 ��« 6 � G
D?

04G�C � 6�§PG 3 X(G�2Z¨[6�§�G_G[0404G zDW#G[0 « W 3 G 9%G[0bG[686 � G�� G[2#2ZG ª�§�« 3 « 3 §�« G[CRW 3 CZGr§�¨ 5 Gr§PG[0 ¨[9�¨��
C � 7HG[9 3 � §PW#C �:3 «hG[686�¨%0:Wy§�G

M?
U�« 3 9`G=U � 6�§�G 5 ¨ 3 7�Ga9 3 � §]W#C �:3 «hG[2#2ZGrª�« 3 §�«

m0

. �m«�C � G 3 §�«_04G
ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

m−M = −5 + 5 logD
6 � 9 � W 3 9 «>G[0404G

D? = 100.2(m0−M?)−5,
~�@q. @D.JN��

5 ¨ 3
D?

«�6]2�ª�«�686�¨ �43 � 2 5 . �vG[0:0 «3«�zDW#G[X � ¨ 3 � ~^@q.A@q. ¬�� «;~�@q. @D.JN�� 6 � ¨ §�§ � « 3 «<0^S «�682�ª�«�6]6 � ¨ 3 « 5 ��«
j ¨�ª 3 � 6 5 « � 0 3 Wd7]« ª�¨�C � 9`G[04G[6]6 � «YC � W 3 C#Gr§�¨ 5 G�§�G[0 ¨%9�¨�2
«�ªhW 3 � §�QLC � G 3 9�¨%0 ¨�6�¨%0 � C�¨

nΩ = D? 3
∫ ∞

0
x2dx

∫ +∞

−∞
Ψ(M)f(M −M ? + 5 logx)dM =
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 � � 	 Iy¬

= D? 3
∫ ∞

0
ψ(x)x2dx

~�@q.A@q. ?[�
G(U�« 3 C�¨�2
¨%6�§�¨

x = r/D?
«

ψ(x) =
∫ +∞

−∞
Ψ(M)f(M −M ? + 5 log x)dM.

~^@q.A@q. ¯`�

KFG�j�W 3 X � ¨ 3 «
ψ(x)

5 ¨[6! C�«�y 3 � §�G�ªPGa2#2�ª�«�6�« 3 §PG � 0 3 W#7�«�ª�¨;C � 9`G[04G[6]6 � «>2Z« ª W 3 � §�QfC � U�¨%0:W#7�«
G[2#2#G ª�§�« 3 « 3 § � G[0 5 Gr§PG[0 ¨%9 ¨r2
¨%6�§�«}G[C	W 3 GsC � 6�§PG 3 X�G «�6]2yª�«�686PGp7]«�C � G 3 §�«�04G ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

r =

xD?
. � 6�§�Gr§�¨ 5 G[0 5 ¨%04Gr§�¨ 5 ��« �:3 ©dW�¨ 3 G�G[2#2�ª�¨%6]6 � 7HG[X � ¨ 3 «v2
«�ª §PG[0 «vj�W 3 X � ¨ 3 «Y6 � �ZG

ψ(x) = nV x
−5β (β = 0.25; x < 1)

~^@D. @q.Ac%�

ψ(x) = nV x
−5α (α = 0.75; 1 < x < x0)

~�@q. @D.A�`�

ψ(x) = 0 (x > x0 ' 102/5α = 108/15).
~�@q. @D. ­`�

��Grª�§�« 3 C�¨�¨�ªPG�CZGa040 «�«�z�WZG[X � ¨ 3 � ~�@q.A@q. @[��«�~�@q.A@q.AI%�B6 � ª � ¨ §�§ � « 3 «v0^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «�~^@q. ¬%.JI`�Vx

δ2P2 = n2
Ω[1 + w(ϑ12)]δΩ1δΩ2 =

= D?6
∫ ∞

0
ψ(x1)x

2
1dx1

∫ ∞

0
ψ(x2)x

2
2[1 + ξ(r12)]dx2δΩ1δΩ2,

~^@D. @q. ¬��`�
¨�U�«<6 � 
>2
¨%6�§�¨

r2
12 = D?2(x2

1 + x2
2 − 2x1x2 cos ϑ12).

~^@D. @q. ¬�¬��
� z�W�«�6�§�¨=2#W 3 §�¨>2
«�ª:ª�« 3 C�«�ª�«h2 �	� 6�«�7H2d0 �45 � � 68W 5�5 «�686 � U � 2ZG[686PG[9[9 �Z5 ¨ 3 U � « 3 « j,G ª�« � 0d6�«�9%W�« 3 §�«
5 Ga7)© � ¨�C � U[Grª � Gr© � 0 � x

x =
x1 + x2

2
, y =

x1 − x2

xϑ12
.

�*¨ �45 ��
 G[6]68W#7 � G[7�¨ 5 ��« � 0 5 Gr§PG[0 ¨[9�¨ 5 ¨ 3 6 � Cy«�ªPG�§�¨)6 � G W 3 ©#W�¨ 3 5 G[7�2 � ¨ 3 «}C�«�0:0^SOW 3 � U�«�ª86�¨��
C�«VU�«�«�6]6�«�ª�«BU�«�ª � y 5 Gr§�Gh0bG 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 « 5 �y« 0bG 0:W 3 9���«�X�X�G_C ��5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «T6 � Gh7�¨%0 §�¨�7 �43 ¨�ª�«TC �

D?
.T� 5 GaW#6PGRC � z�W�«�6�§�G 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 « � 0Z2�ª �43#5 � 2ZGa0 « 5 ¨ 3 §�ª � ©dWy§�¨RG[9%0 � �:3 §�«�9 ªPG[0 � C�«�0:0^S «�z�WZG[X � ¨ 3 «

~^@D. @q. ¬��`� C �
ξ(r12)

2yª�¨�U � « 3 «HCZG�2#W 3 § � 2
«�ª � z�WZG[0 �
x1 ' x2 ' 1

« 5 ��«�6�¨ 3 ¨�6�«�2ZG ªPG�§ � CZG
W 3 G 3 9�¨%0 ¨

ϑ12

7]¨[0 §�¨�2 �:5�5 ¨[0 ¨#.��*« ª z�W�«�6�§�¨}7�¨ § � U�¨H2Z¨[6]6 � G[7�¨]ª � 6 5 ª � U�«�ª�«R04Gs~^@D. @q. ¬�¬�� 3 «�040bG
6�«�9%W�« 3 §�«<j ¨ ª]7HG

r2
12 ' D?2x2ϑ2

12(1 + y2).
~^@D. @q. ¬�@%�
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«>6�¨%6�§ � §PW�« 3 C�¨�0bG)ª�«�0bG[X � ¨ 3 «YG[2#2
« 3 G�§�ª�¨�U[G�§�G 3 «�0:0bG�~�@q. @D. ¬��%� 6 � ¨ §�§ � « 3 «

w(ϑ12) '
ϑ12

∫∞
0 ψ2(x)x5dx

∫+∞
−∞ ξ[D?xϑ12(1 + y2)1/2]dy

[
∫∞
0 ψ(x)x2dx]2

,
~^@D. @q. ¬�I`�

C�«w§�§�G ����� � � � � 
�� ��� � � � � � � .T��Ga0 «3ª�«�0bG[X � ¨ 3 «v9�¨DC�«YC�«�0:0bGL6�«�9%W�« 3 §�«R2yª�¨%2�ª � «w§�QLC � 6 5 G[04G

w′
(

ϑ′12 =
D?

D?′
ϑ12

)

=
D?

D?′
w(ϑ12),

¨�U�«
w
«
w′

6�¨ 3 ¨ 0 «Hj�W 3 X � ¨ 3 � C � 5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «;G 3 9�¨%0bGrª�«�ª � j « ª � §�«�G � C#W�« 5 Gr§�Ga0 ¨%9�� � 0 « 5 W �

C � 6�§�G 3 X�« 5 G ªPGr§�§�« ª � 6�§ �:5 ��«Y6�¨ 3 ¨�ª � 682Z«w§�§ � UaG[7]« 3 §�«
D? « D?′ . ��«�7�2�ª�«Y7�G 3 §�« 3 « 3 C�¨f0^S � 2
¨ §�«�6 �

5 ��«B0^SJG 3 9�¨%0 ¨ C � 6�«�2#G ªPG[X � ¨ 3 « j ª]G�9%0 � ¨%9%9�«w§�§ � 6 � G�7]¨[0 §�¨ 2 �45�5 ¨%0 ¨���
 2Z¨[6]6 � © � 0 «0ª �:5 G(UaG ª�« 0 «$«�z�WZG�g
X � ¨ 3 � C � K � 7)©
«�ª 5 ��«>0 «�9%G 3 ¨�0 «vj ¨ ª]7�«v6]2ZGaX � Ga0 � «=G 3 9�¨%04G ª � C�«�0:0 «2«�z�WZG[X � ¨ 3 � C �!5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
5 ¨ 3

N > 2
.

� 
�� ` � � 
�� ������� � ��� ��� ��� � 
(��� ���+� � � � 
 � � 
�� � �

/ 7�« §�¨qC � C ��5 Ga0 5 ¨[0 ¨LC�«�040 « j�W 3 X � ¨ 3 � C �!5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «YG�C#W�«>2#W 3 § �
ξ(r)

¨
w(ϑ)

9�« 3 « ªPG[0 g
7�« 3 §�«<6�¨ 3 ¨]©ZGa6PGr§ � 6]W#0 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨�j ª]G�C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � 2
¨ � 686�¨ 3 � G 3 «3«#ª�«(G[0 ��5 ��« 5 ¨ 3 C � U � C�¨ 3 ¨
0 «=7]«�C�«�6 � 7�« 5 G ªPGr§�§�« ª � 6�§ �:5 ��«[._/ 3 G[0 §�ª�«R2#G ª�¨%0 «=0 «RC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � 2Z¨ � 6]6�¨ 3 � G 3 «<C ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨
U�« 3 9�¨ 3 ¨ 5 ¨%6�§�ª]W � §�« �:3 7]¨DC�¨ 5 ��« �:3 W 3 G�ª�«�9 � ¨ 3 «vC � 682ZG[X � ¨�W#9%WZGa0 «YGLz�W�«�040bGLCy«�0 5 G[7H2 � ¨ 3 «
ª�«�G[0 «>U�« 3 9`G 3 ¨}C � 6�§�ª � ©#W � § � � 0F7�«�C�«�6 � 7]¨ 3 Wd7]« ª�¨�C � ¨%9%9 « §�§ � « 5 ��«L6 � §�« 3 9`G 3 ¨ 5 ¨ 3 §�¨}C�«�9%0 �
« � « §�§ � C � ©
¨�ª]Cy¨#. � z�W�«�6�§�¨f2#W 3 §�¨�6 � ª � 6]G[0 «_G[0:0bGYj�W 3 X � ¨ 3 «

ξ
Gr§�§�ªPG(U�« ª]6�¨�W 3 GLC�«�040 «�6�«�9%W�« 3 § �

ª�«�0bG[X � ¨ 3 � x
1 + ξ̂ ' nDD(r)

nRR(r)

1 + ξ̂ ' nDD(r)

nDR(r)

1 + ξ̂ ' nDD(r)nRR(r)

n2
RR(r)¨�U�« � §�«�ª87 �:3 �

nDD(r)
�
nRR(r)

«
nDR(r)

6�¨ 3 ¨mª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�« � 0 3 Wd7]« ª�¨rC � 5 ¨%2#2 � «HC �

¨%9%9 « §�§ � 2
¨%6�§ � G}C � 6�§�G 3 X(G
r
0�SJW 3 ¨}CZG[0:0^SJG[0 §�ª�¨ 3 «�0404G�C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «�ª�«(G[0 « � �:3 zDWy«�0404G 5 G[68WZG[0 «

«>2�ª�« 3 C�« 3 C�¨ � 0!2�ª � 7�¨�¨%9%9�«w§�§�¨fCZGa040bGLC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «2ª�«(G[0 «#« � 0!6�« 5 ¨ 3 C�¨�CZG�z�W�«�040bG 5 G[6]WZGa0 «[.
/10 6�« 5 ¨ 3 C�¨�C � z�W�«�6�§ � «�6�§ � 7�G�§�¨�ª � ª � 6�« 3 §�«�7]« 3 ¨}C�«�9%0 � Ga0 §�ª � Cy«�9%0 � « � « §�§ � C � ©Z¨�ª8C�¨}7HG;2Z« ª
9�ª]G 3 C �!5 G[7�2 � ¨ 3 � j ¨�ª 3 � 6 5 « � 7]«�C�«�6 � 7 � ª � 6]Wd0 §�G�§ � Cy«�9%0 � G[0 §�ª � .
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� 2#2d0 �45 G 3 C�¨ � 7�« §�¨qC � C � G 3 Ga0 � 6 � 6 �:3 z�W � C�«�6 5 ª � §�§ � 6]W �_5 Gr§PG[0 ¨[9�� � © � C � 7�« 3 6 � ¨ 3 Ga0 � C �

2
¨%6 � X � ¨ 3 � Cy«�040 «_9%G[0bG[686 � « 2�ª�¨ � «w§�§�G�§�« 68W#0404G=U�¨[0 §�G 5 «�0 «�6�§�« �d6 � 
3ª � W#6 5 � § � GR7]¨[6�§�ª]G ª�« 5 ��«3« 3 §�ª�¨
W 3 G[7�2 � ¨ �:3 §�«�ª�U[Ga040 ¨ C � G 3 9�¨%0 � 0bGsj�W 3 X � ¨ 3 «�C � 5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

w(ϑ)

f©Z« 3 G[2d2�ª�¨%686 � 7�Gr§PG

CZG[0:0bGR0 «�9%9 «YC � 2Z¨r§�« 3 X(G

w(ϑ) ' A?ϑ−δ (ϑmin ≤ ϑ ≤ ϑmax; δ ' 0.8),
~^@q.JId. ¬��

3 «�040bG z�WZG[0 « 0^SJG[7H2 � «�X�X(G
A? 
BW 3 §�« ª]7 �43 « 5 �y« C � 2Z« 3 C�« CZG[0:0bG C � 6�§�G 3 X(G 5 G ª]Gr§�§�«�ª � 6�§ �45 G

D? C�«�0
5 G�§�G[0 ¨%9�¨�C � 9`G[0bGa6]6 � «]«H0^S �43 §�« ª8UaG[0:0 ¨�G 3 9 ¨%0bG ª�«f6]W 5 W � 
HC�«�y 3 � §PG 0bGhª�«�0bG[X � ¨ 3 « 5 ¨�ª�ª � 6]2
¨ 3 Cy«
G[C W 3 Gs6�«�2ZGrªPG[X � ¨ 3 «}682ZG[X � G[0 « 3 «�0:0^S ¨�ª]C �43 «HC �

0.1 h−1Mpc ≤ r ≤ 10 h−1Mpc
GszDWy«�0404G

C � 6�§�G 3 X(Gd.��qW#2d2Z¨ 3 � G[7�¨ ¨�ªPG 5 ��« 6]W<W 3<5 « ª�§�¨ �43 §�«�ª8UaG[0:0 ¨ C � 6 5 Ga0 « 0bG j�W 3 X � ¨ 3 «TC �`5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
6]2#G[X � G[0 «Y6 � G)«�682�ª � 7 � © � 0 « 7�«�C � G 3 §�«Y04G)ª�«�04G[X � ¨ 3 «

ξ(r) = Br−γ ,
~�@q.AIq. @%�

G[0:0 ¨�ª]GR6�¨%6�§ � §PW�« 3 C�¨�§�G[0 «2ª�«�0bG[X � ¨ 3 « 3 «�0404G�~^@q.A@q. ¬�I`�B6 � ¨ §�§ � « 3 «

w(ϑ) = Aϑ1−γ = Aϑ−δ,
~�@q.AIq.AI`�

5 ¨ 3 0 «YC#W�« 5 ¨%6�§�G 3 § � �R« � 0 «�9`Gr§�«YCZG[0404GR6�«�9%W�« 3 §�«�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «[x

A

B
=

Γ(1/2)Γ[(γ − 1)/2]

Γ(γ/2)

∫∞
0 x5−γψ2(x)dx

[
∫∞
0 x2ψ(x)dx]2

D? −γ,
~�@q.AIq.JN��

¨�U�«
Γ

=04Gfj�W 3 X � ¨ 3 «R{<G[7�7HGLC � � Wd0 «�ª�¨#.��1« §�§�¨ 5 � �fU[G 3 ¨ §PGr§�¨ 5 ��«R04G�~^@q.JId.A@%� «=04Gr~�@q.AIq. ¬��

6�¨ 3 ¨�j ª]G�0 ¨�ª�¨ 5 ¨ 3 6 � 6�§�« 3 § � 6�«
ξ(r) '

(

r

r0g

)−γ

,
~�@q.AIq. ?%�

¨�U�«
r0g ' 5 h−1Mpc

«
γ ' 1.8

G[0:0^S �43 §�« ª 3 ¨ C�«�040�S �:3 §�«�ª�U[Ga040 ¨)C � 6 5 Ga0 «|C�«�0:0^S ¨�ª]C �:3 «pC �

0.1 h−1Mpc ≤ r ≤ 10 h−1Mpc � 2
«�ª}6 5 G[0 «p7HG[9%9 � ¨�ª � 0bG�j�W 3 X � ¨ 3 « C �Y5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
6�«�7)©�ª�«�ª�« ©�©
«�§�« 3 C�«�ª�«;G�X�«�ª�¨r2#Wyª�«�6]6�« 3 C�¨ C � � 5 � 0 «fCZG�UaG[0:Wy§�G ª�« 5 ¨ 3 2�ª�« 5 � 6 � ¨ 3 «�G 5 G[Wd6PG
C�«�040^SJG[0 §�¨#ª]W#7�¨�ª�« 6�§PGr§ � 6�§ �45 ¨d. KTSAG 3 G[0 � 6 � C ��5 Gr§PG[0 ¨[9�� � §�ª � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 G[0 � C � ¨%9%9�«w§�§ � Gr§�§�ª]G�U «�ª86�¨
§�Ga0 «fj ¨�ª]7HG[0 � 6]7�¨ �ZG ª �:5 ¨ 3 j «�ª]7HGr§�¨ � ª � 6]W#0 §�Gr§ � ¨r§�§�« 3 Wy§ � 2Z« ªL0 «�C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � © � C � 7]« 3 6 � ¨ag
3 G[0 � . e1«�040bG�j ¨�ª]7LWd0bGr2�ª�« 5 «�C�« 3 §�« � 2
¨%6�§�¨

ξ = 1
� 0bGsz�WZG 3 § � §�Q

r0g

U � « 3 «}6]2
«�6]6�¨ �:3 C �45 Gr§�G
�43 0 « §�§�« ªPGr§]W�ªPG 5 ¨%7�«L04W 3 9���«�X�X(GHC ��5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «=Cy«�0404GHC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «<C � 9`Ga0bG[686 � «�� �:3 G[0 §�ª�«
2ZG ª�¨%0 « 6�«�9 3 G � 0 5 ¨ 3 y 3 «hj ª]Gv0^S «�U ¨%04W#X � ¨ 3 « �43 ª�«�9 � 7]« 0 �43 «�G ª�«�« zDWy«�0404G �43 ª�«�9 � 7]« 3 ¨ 3 0 �:3 «(G ª�«[.
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��« ©�©Z« 3 «�6�§�¨ ª �45 G[7�« 3 §�« 04GYj�W 3 X � ¨ 3 « C �Z5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 « G>C#W�«h2#W 3 § � 6 � GY6�§PGr§�G>C � 9�ª]G 3 C�«hG � Wy§�¨
2
«�ª 0 ¨Y6�§PW#C � ¨>C�«�0:0 « 2�ª�¨%2�ª � « §PQvC�«�0 5 04W#6�§�«�ª �43 9>C�«�040 « 9`G[0bGa6]6 � « �%9 ªPG[X � «hG[0#7 � 9[0 � ¨ ªPG[7�« 3 §�¨�C�«�040 «
§�« 5�3 �:5 ��«}C � ¨%6]6�«�ª8UaG[X � ¨ 3 «p«;C�«�0:0 « 5 G[2ZG 5 � §PQrC � G 3 G[0 � 6 � C�« � CZGr§ � �TG�§�§PW#G[047�« 3 §�«�G[040 ¨r6 5 ¨%2
¨
U � « 3 «�Wy§ � 0 � X�X(G�§�G�04G�j�W 3 X � ¨ 3 «LC �T5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «�G�§�ª�«�2#W 3 § � .L� §�§�ª]G�U «�ª86�¨�zDWy«�6�§�SJWd0 § � 7�G;6 � G g
7�¨ �:3 9�ªPG[Cy¨HC � ¨r§�§�« 3 «�ª�«>W 3 GH7 � 9[0 � ¨ ª�«�6�§ � 7�GLCy«�0F9�ªPGaC�¨fC ��5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «3«�6 � 6�§�« 3 §�«=j ª]G�9%0 �
¨%9%9 « §�§ � C � W 3 GsC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «[. " � 7HG 3 C � G[7�¨ Ga0 6]W 5�5 «�6]6 � U�¨|2ZG ª]G[9�ª]Gaj ¨s0^S «�682Z¨[6 � X � ¨ 3 «�C�« �
ª � 6]W#0 §�Gr§ � ¨ §�§�« 3 W�§ � 7�«�C � G 3 §�«Y0 «vj�W 3 X � ¨ 3 � C ��5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 « 5 ¨ 3

n > 2
.

�*« ªHz�WZG 3 §�¨4ª � 9%WZG ª8CZG 9%0 � G[7H7HG[686 � C � 9`Ga0bG[686 � «��B0�SAG 3 G[0 � 6 � C�«�0 5 Gr§�G[0 ¨%9�¨pC � �1©Z«�040 C�« g
9%0 � G[7�7�G[686 � ª �45�5 � � � 5 � ¨�
fz�W�«�0:0 �T5 ��« 5 ¨ 3 §�« 3 9�¨ 3 ¨rW 3|3 W#7�«�ª�¨ C � ¨%9%9�«w§�§ � 6]W#2
«�ª � ¨�ª�«HGh¯`?��
7�«�C � G 3 §�«Y0bGRj�W 3 X � ¨ 3 «>C �!5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «>G�C#W�«>2#W 3 § � �ZGLj ¨�ª 3 � §�¨ � 0!6�«�9%Wy« 3 §�«�ª � 6]W#0 §�Gr§�¨#x

ξc(r) '
(

r

r0c

)−γ

,
~�@q.AIq. ¯`�

¨�U�«
r

 C�«Vy 3 � §�¨ 3 «�0 �43 §�« ª8UaG[040 ¨

5 h−1Mpc ≤ r ≤ 75 h−1Mpc
�
r0c

G[6]68W#7]« UaG[0 ¨�ª �`5 ¨%7�2�ª�«�6 �
§�ª]G

12
«

25 h−1
� 2 5 «

γ ' 1.8
.TKFGY6�¨%7 � 9%0 � G 3 X(G1§�ªPGY0bGY2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « «�04G�~^@q.JId.A?%�


�CZG(UDU «�ª�¨ 3 ¨ §�«VU�¨%0 «[. � 3 GrG 3 G[0 ¨[9`G�G 3 G[0 � 6 �T5 ¨ 3 C�¨r§�§�G�6]W#9[0 � G[7�7�Ga6]6 � C � 9%G[0bG[686 � «�2
¨�U�« ª � �
G[2#2#G ª�§�« 3 « 3 § � G � 5 Gr§�G[0 ¨%9�� � C � �1©Z«�040�«�K �:5 � �$«}z�W�«�0:0 � 2 �	� ª �45�5 � � C�«�0 5 Gr§�Ga0 ¨%9�¨rC � ��©
«�0:0 �
5 � ¨�
�z�W�«�040 � 5 ¨ 3 W 3 3 W#7�«�ª�¨ C � ¨%9[9�« §�§ � 6]Wd2Z« ª � ¨ ª�«�G ¬��%?�� �#G|j ¨�ª 3 � §�¨ 5 ¨%7�« 6�§ � 7�G C�«�040bG
04W 3 9���«�X�X(G>C �Z5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «

r0c

ª � 682Z«w§�§ � UaG[7]« 3 §�«
18 h−1

� 2 5 «
50 h−1

� 2 5 . ��G[0 � ª � 6]Wd0 §�G�§ �
6�«�7)©�ª�«�ª�« ©�©
«�ª�¨ �43 C �:5 G ª�« 0^S «�6 � 6�§�« 3 X�G_C � W 3 G�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «0§�ªPG_04Ghj�W 3 X � ¨ 3 « C �D5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 « C�«�9%0 �
G[7�7�Ga6]6 � C � ª �:5�5 ��«�X�X�G & � ( «Y04G�0 ¨�ª�¨�C � 6�§�G 3 X�G �43 §�« ª]2ZG ª�§ �:5 «�0:0bG ª�« 7�«�C � G

li

ξ(r) '
(

r

r0c,i

)−γ

' Ci

(

r

li

)−γ

,
~�@q.AIq. c%�

¨�U�«
Ci ' (

r0c,i

l1
)γ ' cost ' 0.3÷0.4

. ��« W 3 §PG[0 «:ª � 6]W#0 §�Gr§�¨ j ¨%6]6�« 5 ¨ 3 j « ª]7HGr§�¨�� �:3 C �45 �y«�ª�« ©�©
«
5 ��«L04GHC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «>C�«�9[0 � G[7�7�G[686 � 9�¨DC�«RC � W 3 G�2�ª�¨[2�ª � « §�Q�C � �43 UaG ª � G 3 X(GfC � 6 5 G[0bG�¨�� �:3
G[0 §�ª � §�«�ª87 �:3 � ��j ªPGr§�§�G[0 «[.�� �	� ª�« 5 « 3 §�«�7]« 3 §�«�� G�U � 6@« �@«�«�©d0 «�6 ~�¬®­[�%I`�wG 3 G[0 � X�X(G 3 C�¨ � 0 5 Gr§�Ga0 ¨%9�¨
C � 9%G[0bG[686 � «Y\Bj�� 2
«�ª 7�«�X�X�¨�C�«�040bG<j�W 3 X � ¨ 3 «vC �w5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «vGLC#W�«Y2dW 3 § � �ZG 3#3 ¨�ª �:5 G(UaGr§�¨ �

6�«�9%W�« 3 § � UaG[0 ¨�ª � 2
«�ª
γ
«
r0c

x
γ = 1.77

�
r0c = 5.4 ± 0.3

� 2 5 �43 ©#Wy¨ 3 G 5�5 ¨�ª]C�¨ 5 ¨ 3 zDWy«�040 �
2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�«�ª � 2
¨�ª�§�Gr§ � .
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/10Z9�ª�¨[6]6�¨>2�ª�¨�©#0 «�7HG 5 ��«�6 � C�«VU�«�ª � 6�¨%0�U�«�ª�« z�WZG 3 C�¨>6 � UqWy¨%0 « ª �45 G(UaG ª�« ª�«�0bG[X � ¨ 3 � G 3 G[0 ¨%9���«
G z�W�«�040 « �:3#5 ¨ 3 §�ªPGr§�« 3 « � 2yª�« 5 «�C�« 3 § � 2#G ªPG[9 ªPGay)2Z« ª=0 «�j�W 3 X � ¨ 3 � C � 5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «fC � ¨�ª]C �43 �

6]Wd2Z« ª � ¨ ª � G=C#Wy« � 5 ¨ 3 6 � 6�§�« 3 «�040�S �:3 §�«�ª82�ª�«w§�G[X � ¨ 3 « C � z�W�«�6�§(SOW#0 § � 7�« � �:3 z�WZG 3 §�¨�«�6]6�«v6�¨ 3 ¨=j�W 3 g
X � ¨ 3 «BC � §]Wy§�§ � � U « §�§�¨�ª �d5 ��« 5 ¨%040 «�9`G 3 ¨ �:3 §PWy§�§ � � 7�¨qC � 2
¨%6]6 � © � 0 � 9%0 �

N
¨%9%9�«w§�§ � G[2#2#G ª�§�« 3 « 3 § �

G[0 5 G[7�2 � ¨ 3 «_j ª]GLC � 0 ¨�ª�¨#. � 3 2
¨%6]6 � © � 0 «_G � Wy§�¨ �43 §�G[0 «v6�« 3 6�¨ 5 � U � « 3 « CZG[0�j,G�§�§�¨ 5 ��« �Z2
¨ �45 ��

0bG�j�W 3 X � ¨ 3 «BC �#5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « GvC#Wy« 2#W 3 § � 7]¨%6�§�ª]GvG(U�«�ªTW 3 G 3 CZG[7�« 3 §�¨3©Z« 3 ªPG[2#2yª�«�6�« 3 §�Gr© � 0 «
7�«�C � G 3 §�« W 3 G>0 «�9%9�« C � 2
¨ §�« 3 X�G�� 5 � 6 � 2
¨ §�ª�«�©�©
«�G[6]2
« §�§�G ª�« 5 ��«_0 « j�W 3 X � ¨ 3 � C �Z5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
C � ¨�ª]C �:3 «RC � ¨�ª8C �43 � 6]Wd2Z« ª � ¨ ª � 6 � G 3 ¨;0 «�9`Gr§�«LG�z�W�«�040 «RC � ¨ ª]C �:3 � �:3 j «�ª � ¨�ª � �+z�W�«�0:0bG�C � ¨�ª8C �43 «
N
5 ¨ 3 z�W�«�040bGfC � ¨�ª]C �:3 «

N − 1
GH6]WZGHU ¨%0 §PG 5 ¨ 3 z�W�«�0:0bG�C � ¨ ª]C �:3 «

N − 2
��7]«�C � G 3 §�«=W 3 G

6�«�7H2d0 �45 «3ª�«�0bG[X � ¨ 3 « C � 6 5 G[0bGd.
� 3 Ga0 ¨%9`Ga7]« 3 §�«YGLz�WZG 3 §�¨�9 � QR7]¨[6�§�ª]Gr§�¨R2Z« ª � 0 5 G[0 5 ¨%0 ¨RC�«�0:0bG=j�W 3 X � ¨ 3 «

ξ
�q2Z« ª � 0 5 G[0 5 ¨%0 ¨

C�«�040bG|j�W 3 X � ¨ 3 « C �_5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « ª � Cy¨ §�§PG�G4§�ª�« 2#W 3 § �
ζ
6 � 
 ª �45 ¨�ª]6 � G[0 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨-§�ª]G � 0

5 Ga7H2 � ¨ 3 « 5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§�¨3«�CfW 3 GYC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 « 2
¨ � 6]6�¨ 3 � G 3 G CZG[0:0 « � C�« 3 § �45 ��« 5 G ªPG�§�§�« ª � 6�§ �:5 ��«[.
�*« ª 5 W � C�« §�§ � 〈DDD〉 � 〈DDR〉 « 〈RRR〉 ª � 682Z«w§�§ � UaG[7�« 3 §�« � 0 3 Wd7]« ª�¨�C � §�«�ª 3 «YC � ¨[9%9�« §�§ �
2
¨%6�§ � GvC � 6�§PG 3 X(G

r12
�
r13
«
r23

0^SOW 3 ¨vC#G[040�SAG[0 §�ª�¨
§]Wy§�§ � Ga2#2ZG ª�§�« 3 « 3 § � G[0 5 G[7H2 � ¨ 3 «�� � 0 3 W#7�«�ª�¨
C � §�«�ª 3 «B2
«�ªF0 «Tz�WZGa0 � C#W�«$¨%9%9 « §�§ � G[2#2#G ª�§�« 3 9�¨ 3 ¨ Ga0 5 G[7�2 � ¨ 3 «0«�C<W 3 ¨_G[C<W 3 GhC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
5 Ga6]WZG[0 «3« � 0 3 W#7�«�ª�¨�C � §�«�ª 3 «#§�ª�¨�UaGr§�«>G[040�S �:3 §�«�ª 3 ¨LC�«�040bGLC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «Y2
¨ � 686�¨ 3 � G 3 G=6 � �ZG

ζ(r12, r13, r23) =
〈DDD〉 − 〈DDR〉

〈RRR〉 + 2 .
~�@q.ON#. ¬��

KFGfj�W 3 X � ¨ 3 «
ζ
6�«�7)©�ª]G�6�¨DC#C � 6�j,G ª�«>04GL6�«�9[W�« 3 §�«�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «YC � 6 5 G[0bG�ª � 6]2
« §�§�¨�G[0:0bG

ξ

ζ(r12, r13, r23) = Q(ξ12ξ23 + ξ23ξ31 + ξ31ξ12)
~�@q.JNd. @%�

5 ¨ 3 " 5 ¨%6�§PG 3 §�«a. � 3 G�§PG[0 «1ª�«�04G[X � ¨ 3 « �43 §�« ª]2�ª�« §PGR7]¨[0 §�¨�©Z« 3 «v0�SAG 3 CZG[7�« 3 §�¨=C�« � CZGr§ � ¨%6]6�«�ª g
UaGr§ � U � 6]WpW 3 �:3 §�«�ª�U[Ga040 ¨HC � C � 6�§PG 3 X�«�2#G ª � G

50 h−1kpc < r < 5 h−1Mpc
G[040�S �:3 §�«�ª 3 ¨�C�«�0

z�WZG[0 «
0.6

<∼ Q
<∼ 1.1

.
/ 3 W 3 ª�« 5 « 3 §�«r0bG(U�¨�ª�¨)�T0 � ¨ 3 � 6�« §;G[0^. ~t¬®­�­`@[�
� C#G[040�SAG 3 G[0 � 6 � C�« ��5 Gr§PG[0 ¨[9�� � C � ��©
«�0:0
«

��\ ¦ Gr§�§�ªPG(U�« ª]6�¨ 04G�j�W 3 X � ¨ 3 «;C � 5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «HG §�ª�«�2#W 3 § � � �#G 3#3 ¨pG[2d2#W�ªPG�§�¨ 5 ��«�«�6]6]G�

©
« 3 G[2#2�ª�¨%6]6 � 7HGr§�GsCZGa040bG ~�@q.ON#. @[�V. �T6]6 � �B2Z¨ §�« 3 Cy¨ 5 ¨ 3 §�G ª�«�68W 5 Gr§�Ga0 ¨%9�� � C � ª�«�C#6 � � j §�2 ���
5 ¨[7H2#0 « § � C � z�W�«�040 � 2�ª�« 5 «�Cy« 3 §�«�7]« 3 §�«�W#6]Gr§ � 2
«�ª<G 3 G[0 ¨%9 ��« �43 CZG[9 �:3 � � �ZG 3#3 ¨hª �:5 G[0 5 ¨%04Gr§�¨ � 0
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UaG[0 ¨ ª�«vC �
Q
5 ��« 5 ¨%7�2ZG ª�« 3 «�0404GLC�« §�§�GLj ¨�ª87LW#0bG��y¨ §�§�« 3 « 3 C�¨ � 6�«�9%W�« 3 § � ª � 68W#0 §PGr§ � x

QNGC ≈ 0.65, QSGC ≈ 0.3, QACO ≈ 0.7,

5 ¨ 3 W 3 7�G ª89 �43 «=C � «�ª�ª�¨�ª�«L2ZG ª � G ∼ ±0.2
.<K�«�6 � 9%0 «Re {=\ «��#{<\ �43 C �45 G 3 ¨ � 6�¨ §�§�¨ 5 G[7�g

2 � ¨ 3 � C�«�0 5 G�§�G[0 ¨%9�¨|C � �1©Z«�040 5 ¨[7H2�ª�« 3 Cy« 3 § � ª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�«�9%0 � ¨%9%9�«w§�§ � 6 � §PW#Gr§ �h3 «�040^S «Vg
7 � 68j « ª�¨ 5 «�0 «�6�§�« 3 ¨�ª]C «}68W#C!. \�¨%7�«}6 � U «�C�« � UaG[0 ¨�ª � 6�¨ 3 ¨ �:3 ©#W�¨ 3 G 5�5 ¨�ª8C�¨ 5 ¨ 3 z�W�«�0:0 �
2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�«�§�ª�¨�UaGr§ � .

� 

	 g 
�� � � � � �%��� ����� � � � ��� �

�qW#2#2
¨ 3 � G[7�¨ C � G(U «�ªTG 5 ��« j,Grª�« 5 ¨ 3 W 3�5 Ga7H2
¨v6�§PGr§ � 6�§ �45 Ga7]« 3 §�«�¨%7�¨%9�« 3 «�¨�« 2Z¨[2Z¨%04Gr§�¨
�43 7�¨DC�¨ 5 G[6]WZGa0 «[.T��¨ §�§�¨2§�G[0 « � 2Z¨ §�«�6 � ª � 6]W#0 §�G 2 �	� UaG 3 §�Ga9%9 � ¨[6�¨v04G�U ¨�ªPGrª�« 5 ¨ 3 0bG1§�ªPG[6�j ¨�ª]7HGr§�G
C �FE ¨%W�ª � « ª C�«�0:0bG=j�W 3 X � ¨ 3 «>C �!5 ¨�ª�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «v2 � Wy§�§�¨%6�§�¨ 5 �y« 5 ¨ 3 0bGRj�W 3 X � ¨ 3 «<C �!5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
6�§�«�686PGd. {#ª]G[X � «>G[0 §�«�¨�ª�«�7HGfC � - � « 3 «�ª�g�� � �43 § 5 � �43 «Y6 � C � 7�¨%6�§�ªPGRj,G 5 � 047�« 3 §�« 5 ��«<0bGRj�W 3 X � ¨ag
3 «HC � 5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «�G CdW�«�2#W 3 § � 
�0bGp§�ª]G[68j ¨ ª]7HGr§�G}C �BE ¨%W�ª � «�ªYC�«�040 ¨ 682Z«w§�§�ª�¨rC � 2
¨ §�« 3 X(Gd.
�qW#2d2Z¨ 3 � G[7�¨ 5 ��« � 0!U�¨%0:W#7�«

Vu

6 � GfW 3 ©dW�¨ 3r5 G[7�2 � ¨ 3 «YC�«�0:0^SOW 3 � U «�ª86�¨�«=6 � G
ρ
0bGLj�W 3 X � ¨ 3 «

C � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «_C�«�0:0bG=7HGr§�«�ª � GLG[0�6]W�¨ �43 §�«�ª 3 ¨#. ��«�y 3 � G[7�¨)¨�ª]G � 0 5 ¨ 3 §�ªPG[6�§�¨fC � Cy« 3 6 � §�Q �:3
§�Ga0!7]¨DC�¨#x

δ = (ρ− 〈ρ〉)/ρ, ~�@q. ?D. ¬��
6 � �#GHG[0:0 ¨�ª]G 5 ��«<0bG�§�ªPG[6�j ¨�ª]7HGr§PGLC �FE ¨%W�ª � «�ª C �

δ



δ~k = V −1
u

∫

δ(~r)eı~k·~rd~r.

�m«�C � G 3 C�¨ � 0!z�WZG[CyªPGr§�¨HC �
δ~k
2Z« ª ~k 6= 0

6 � ¨ §�§ � « 3 «

〈|δ~k|2〉 = V −1
u

∫

ξ(~r)eı~k·~rd~r,
~�@q.A?q. @[�

�43 U «�ª�§�« 3 Cy¨�0bG)ª�«�04G[X � ¨ 3 «v6 � ¨ §�§ � « 3 «

ξ(~r) =
Vu

(2π)3

∫

P (k)e−ı~k·~rd~k
~�@q.A?q.AI%�

¨�U�«
ξ

v04GRj�W 3 X � ¨ 3 « C �!5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «vGLC#W�«Y2dW 3 § � �

P (k) = 〈|δ~k|2〉

Y0 ¨L6]2
« §�§�ª�¨fC � 2Z¨ §�« 3 X�G

«R9[0 � �43 §�«�9�ª]G[0 � 6 � �:3 §�« 3 C�¨ 3 ¨]«�6�§�«�6 � G�§]Wy§�§�¨ � 0!U�¨%0:W#7]«
Vu

.��*«�ª
Vu

§�« 3 C�« 3 §�«LG[040�S �:3 y 3 � §�¨L6 �



� � � 
 � � � � 	 � 
 � � � � � ��� � I`c

�ZG 5 ��«<0bG)ª�«�0bGaX � ¨ 3 «�~^@q.A?q.A@%� 6 � 2dW���ª �45 ¨ 3 C#Wyª�ª�«<G[0:0bGR6�«�9%Wy« 3 §�«>j ¨�ª]7HG

P (k) =
∫

ξ(~r)eı~k·~rd~r .
~�@q.A?q.JN`�

\ � � 3 «�0 5 Ga6�¨�6 � 0bG(U ¨�ª � 6]W W 3 G)C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 « 5 ¨ 3 § �:3 WZG C � 7HGr§�« ª � Gp0^S «�z�WZGaX � ¨ 3 «	~�@q. ?D.AI`�
G[686]W#7�«>0bGL6�«�9%W�« 3 §�«=j ¨�ª87�Gqx

ξ(~r) =
∑

~k

〈|δ~k|2〉e−ı~k·~r .
~�@q. ?D. ?%�

� 3 « 5 «�686PG ª � ¨f¨�ª]Gfª �45 ¨�ª]CZGrª�« 5 ��« � 0 5 Ga7H2 � ¨ 3 « 5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§�¨ 
 � 0;ª � 6]Wd0 §�G�§�¨;C�«�0404G�7]¨DC#Wqg
0bGaX � ¨ 3 «RC�«�0 5 G[7�2
¨;C � C�« 3 6 � §�Qpª�«�G[0 «R7]«�C � G 3 §�«LW 3 G}z�WZG[0 5 ��«�j�W 3 X � ¨ 3 «LC � 6�«�0 «�X � ¨ 3 «

F (x)5 ��«)§ � « 3 « 5 ¨ 3 §�¨;C�«�0�j,Gr§�§�¨ 5 ��«R6�«�0bG(U ¨�ª � G[7]¨ 5 ¨ 3 W 3 5 Ga7H2 � ¨ 3 «<0 � 7 � §�Gr§�¨ �43 7HG[9 3 � §PW#C �43 «
«�6�«�«�6]6�¨ 
�2Z¨[6�§�¨ G�9�ªPG 3 C�«HC � 6�§PG 3 X�G���G[0 5 W 3 � ¨%9%9 « §�§ � 2Z¨r§�ª�« ©�©
«�ª�¨ 3 ¨ 3 U�« 3 � ª �43#5 04W#6 � 3 «�0
6]WdC#C�« §�§�¨ 5 G[7H2 � ¨ 3 «a.Y� � �ZG�C#W 3 z�W�« 5 ��«�0 ¨H6]2
« §�§�ª�¨}C � 2
¨ §�« 3 X(G�¨[6]6�« ª8UaGr§�¨�G[0 §�ª�¨ 3 ¨ 3 
L04G
5 ¨ 3 U ¨%04WdX � ¨ 3 «_Cy«�040 ¨>6]2
« §�§�ª�¨<C � 2Z¨r§�« 3 X(G�ª�«(G[0 « 5 ¨ 3 0bGvj�W 3 X � ¨ 3 « |Fk|2

� 5 ��« 
 � 0Z7�¨DC#W#0 ¨Yz�WZG�g
C�ª�¨=C�«�0404G3§�ªPG[6�j ¨�ª]7HGr§PG>C ��E ¨%Wyª � « ªTC�«�0:0bGvj�W 3 X � ¨ 3 «

F (x)
.T�@«�ª 3 ¨ 3 Cy¨�U «�ª 5 ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�G ª�« 5 ¨ 3

W 3 Gp§�Ga0 «LC � 2Z« 3 C�« 3 X(G�C �
P (k)

C#G[0�U�¨[04W#7�«�C�«�0 5 G[7�2 � ¨ 3 « 5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§�¨�2Z¨%686 � G[7]¨pª �45 ¨�ª�ª�«
G[0:0bGf6�«�9[W�« 3 §�«Lj ¨ ª]7HGHC � 6]2
« §�§�ª�¨;C � 2
¨ §�« 3 X(G;GaC � 7�« 3 6 � ¨ 3 G[0 «

∆3 ' k3P (k)
._� 3 Ga0 � X�X(G 3 C�¨

0 ¨ 6]2
« §�§�ª�¨>C � 2Z¨ §�« 3 X�GYC�«�0 5 04W#6�§�« ª �43 9YC�«�0:0 « 9%G[0bG[686 � « 6]WfC � U�« ª]6 �d5 G[7�2 � ¨ 3 � �@«(G 5 ¨ 5 ��«���¨qCdC#6
~�¬ ­�­[N�� �ZG 3#3 ¨}2Z¨ §]Wy§�¨ 5 ¨ 3 6�§�Gr§PG ª�« 5 ��« � ª � 68W#0 §PGr§ � 6�¨ 3 ¨p©
« 3 G[2#2yª�¨%686 � 7HGr§ � C#G[0404G�6�«�9%W�« 3 §�«
ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

∆2(k) =
(k/k0)

1.6

1 + (k/kc)−2.4
.

~�@q. ?D. ¯`�

�*« ª � U[Ga0 ¨�ª � C�« � CdW�«�2ZG ªPGa7]«w§�ª � 6 � 
�0bGs7 � 9%0 � ¨�ª�«�Ga2#2�ª�¨[6]6 � 7�GaX � ¨ 3 «pª � 6]W#0 §�G «�686�« ª�«
kc '

0.015÷ 0.025 hMpc−1
«
k0 ' 0.19 hMpc−1

. �qW�6 5 G[0 «Y7�¨%0 §�¨L9�ª]G 3 C � W 3 G)§�G[0 «2ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
G[2#2yª�¨%686 � 7HG ©Z« 3 « 0 ¨ 6]2
« §�§�ª�¨_2
«�ª�W 3 ¨�6 5 « 3 G ª � ¨_\��Y� G ©ZGa6]6PG�C�« 3 6 � §PQ�¨�2
«�ªFz�W�«�0:0 ¨_\ $ �Y�|.

� 3 §�Ga0 «Bj ¨ ª]7HG[0 � 6]7�¨�2dW��3«�686�«�ª�« � 3 Gr§]W�ªPG[0:7]« 3 §�« Ga040 « j�W 3 X � ¨ 3 � C �q5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «BC � ¨�ª8C �43 «
n
6]W#2
«�ª � ¨�ª�«;G CdW�«[.��*« ª�«�6�«�7�2 � ¨ 3 «�0 5 G[6�¨ �43)5 W �

n
6 � G Wd9%WZG[0 «HGf§�ª�« ��2yª�«�6 � ~ki

§�G[0 �T5 ��«
∑ ~ki = 0

�Z0bGLz�WZG 3 § � §�Q
B(k1, k2, k3) = 〈δk1δk2δk3〉


>C�«�y 3 � §PG 5 ¨%7�«3© � 682Z«w§�§�ª�¨#.
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�� D ��� � � ����� ��� � � 
�
�� �0��� 
�� ��� ��� � � 
�
����

� 3 W#0 §�«�ª � ¨�ª�« 6�«�7�2#0 �:5 «h7�« §�¨DC�¨>2
«�ª z�WZG 3 § � y 5 G ª�«_04G 5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 « C�«�040 « 9%G[0bG[686 � « ¨RC�«�9%0 �
G[7�7�Ga6]6 � C � 9%G[0bG[686 � «�68W�9�ª]G 3 C�«�6 5 G[0bG 
 5 ¨%6�§ � §]W � §�¨=C#G[040�S ¨%686�« ª8UaG[X � ¨ 3 « C �+5 ¨%7]«�6 � C � 6�§�ª � ©dW � g
6 5 «H04G�j�W 3 X � ¨ 3 «

Pn(V )
C�«Vy 3 � §�« 5 ¨%7�«�0bG;2yª�¨�©ZGr© � 0 � §�QHC � §�ª�¨�UaG ª�« 3 ¨[9%9�« §�§ � �:3 W 3 yZ6]6]Gr§�¨

U�¨[04W#7�«
V
5 ��«=682ZG[X�X(G 5 G[68WZG[047�« 3 §�«<0 ¨�6]2ZGaX � ¨�¨ 5�5 W#2ZGr§�¨HCZGa0 5 G[7�2 � ¨ 3 «2¨%2#2dW�ª�«��+G 3 G[0 ¨%9`G g

7�« 3 §�«�� � 7�¨%7]« 3 § � C � §�Ga0 «hC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «�z�WZGa0 � 0bGvUaG ª � G 3 X�G
σ2
« 04G>6 � « 
 3 «�686

γ
. K SOWy§ � 0 � X�X ¨

C�« � 6�¨[2�ªPG 5 � §PGr§ � 7�¨%7]« 3 § �h5 ¨%7�2
¨�ª�§PGpUaG 3 §�Ga9%9 � «r68UaG 3 §PG[9%9 � . ��« ©�©
« 3 « � 0h0 ¨�ª�¨ � 7H2 � «�9�¨
� 7�2#0 �45 � � W 3 G 2
«�ª8C � §PG�C � �:3 j ¨�ª87�G[X � ¨ 3 «�ª � 682Z«w§�§�¨rG[0:0^SOW#6�¨�C�«�0404G}j�W 3 X � ¨ 3 «�C � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
¨�ª � 9 �:3 G ª � G��`6 � �ZG � 0�U[G 3 §PG[9%9 � ¨LC � 2Z¨ §�«�ª 5 ¨ 3 §�G ª�«v6]W�6�«�7H2d0 �45 � ª�«�0bGaX � ¨ 3 ��5 �y«Y0 «�9%G 3 ¨Lj ªPG=0 ¨�ª�¨
� 7�¨%7�« 3 § ��5 ¨ 3 0 «_j�W 3 X � ¨ 3 � C �!5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «a.TKTS «�6]2�ª�«�686 � ¨ 3 «=Cy«�040�S «�z�WZG[X � ¨ 3 «vCy«�0404G=UaG ª � G 3 X�G
6 � ª �45 G�UaG �43 §PG[0 7�¨qC�¨d. �qW#2#2
¨ 3 � G[7�¨ C � G(U�« ª�«

n
¨[9%9�« §�§ � C � 6�§�ª � ©#W � § � �:3 W 3 U ¨%04Wd7]«

V
.

� � U � C � Ga7]¨f§�G[0 «HU ¨%04W#7�« �:3 6�¨r§�§�¨ «�0 «�7]« 3 § � C � U�¨[04W#7�«
dVk

5 ¨ 3 §�« 3 « 3 § � 5 � G[6 5 W 3 ¨
nk

¨%9ag
9�«w§�§ � .B�qW#2#2
¨ 3 � G[7]¨fC � G(U «�ª�ª � C�¨r§�§�¨ � 0!U�¨%0:W#7�«YC�« � 6�¨r§�§�¨ gk«�0 «�7�« 3 § � y 3 ¨�Ga0�2#W 3 §�¨�§�G[0 « 5 ��«
«�686 � 2
¨%686PG 3 ¨ 5 ¨ 3 §�« 3 «�ª�«h¨rW 3 6�¨%0 ¨ ¨%9%9 « §�§�¨ ¨ 3 «�6]68W 3 ¨�� 2Z« ª 5 W � 6 � G(U�ª]Q 5 ��«

n =
∑

nk

.
/10 3 W#7�«�ª�¨�C � ¨%9%9 « §�§ � 5 ��« 5 � G[682Z«w§�§ � G[7�¨}C � §�ª�¨�UaG ª�« 3 «�040�S «�0 «�7]« 3 §�¨}C � U�¨%0:W#7�« 
�CdW 3 z�W�«
«�682�ª � 7 � © � 0 « 7�«�C � G 3 §�«Y04G)ª�«�04G[X � ¨ 3 «��

〈n〉 = n̄ =
∑

k

〈nk〉 =
∫

V
ndV = nV V,

~�@q. ¯q. ¬��

¨�U�«
nV


 � 0 3 W#7�«�ª�¨�7]«�C � ¨LC � 9`G[04G[6]6 � «_2Z« ª W 3 � §�QLC � U�¨%0:W#7]«a. /10wUaG[0 ¨�ª�«_zDW#G[C�ªPG�§ �45 ¨L7�«�C � ¨
C �
n

YCZGr§�¨HC#G

〈n2〉 =
∑

k

〈n2
k〉 +

∑

k 6=l

〈nknl〉 .
~�@q. ¯q. @%�

�vG[0Z7�¨%7�« 3 §�¨ 5 �y«
nk
3 ¨ 3 2#W��=G[6]68W#7�«�ª�«�G[0 §�ª � UaG[0 ¨ ª � Ga0#C � j�W�¨�ª � C � �#¨�¬ � 0d2yª � 7�¨2§�« ª]7 �43 «

C�«�040bG�«�682�ª�«�6]6 � ¨ 3 «�68W#0404GHC�«�6�§�ª]G;2#W��p«�6]6�« ª�«f2
¨%6�§�¨;W#9%WZGa0 «LG ∑〈nk〉
« � 0F6�« 5 ¨ 3 C�¨�6 � ª � C#W 5 «

G[0:0bGRj ¨�ª87�G
n2

V dV1dV2(1 + ξ12)
. ��¨%6�§ � §PW�« 3 C�¨�§�G[0 � «�6]2yª�«�686 � ¨ 3 �F3 «�0:0bG�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «<2yª�« 5 «�C�« 3 §�«

6 � ¨r§�§ � « 3 «Y04G
〈n2〉 = nV V + (nV V )2 + n2

V

∫

ξ12dV1dV2 .
~�@q. ¯q.AI`�

�*¨[6�§�¨�¨�ª]G
〈(

n− n̄

n

)2 〉

=
〈(

∆n

n

)2 〉
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6 � ª �45 G�UaGLj,G 5 � 047�« 3 §�« 5 ��«

σ2 ≡
〈(

∆n

n̄

)2〉

=
1

n̄
+

1

V 2

∫ ∫

ξ(2)(r12)dV1dV2,
~�@q. ¯q.JN��

¨�U�«
n̄

r04G C�« 3 6 � §�Q)7�«�C � GpC � 9`Ga0bG[686 � «�2
«�ª 5 «�0:0bG|C � U ¨%04Wd7]«

V
. �m«�C � G 3 §�«sW 3 G)6 � 7 � 0 «

C�« ª � UaG[X � ¨ 3 «Y6 � ¨ §�§ � « 3 «Y0bGL6�«�9%Wy« 3 §�«�«�682�ª�«�6]6 � ¨ 3 «=2Z« ª 0bG�6 �r«�
 3 «�6]6

γ ≡
〈(

∆n

n̄

)3〉

=
1

n̄
+

3σ2

n̄
+

1

V 3

∫ ∫ ∫

ξ(3)dV1dV2dV3 .
~�@q. ¯q. ?%�

� 3 G[0 ¨%9%G[7]« 3 §�«_G[0404G>j�W 3 X � ¨ 3 « C � C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «_Cy« ��5 ¨ 3 §�«�9%9 � C�«�0:0 «�9`G[0bGa6]6 � «_6 � 2#W��LC�«�y 3 � ª�«
0bG�j�W 3 X � ¨ 3 «�C � 2yª�¨�©ZGr© � 0 � §�QHC�« � UDW�¨r§ � � 5 �y«fj ¨ ª 3 � 6 5 «f04G;2�ª�¨�©#G © � 0 � §PQHC � 3 ¨ 3 §�ª�¨�UaG ª�«fG[0 5 W 3
¨%9%9 « §�§�¨�« 3 §�ª�¨HW 3 CZGr§�¨�U�¨%0:W#7]«

V
6 5 «�0 §�¨�G 5 G[6�¨

P(λ) ≡
∞
∑

N=0

λNPN(V ).
~�@q. ¯d. ¯%�

��G[0 «<j�W 3 X � ¨ 3 « 
 5 ¨%0:0 «�9%Gr§�G�G 3 G[0 � § �45 Ga7]« 3 §�«<G[040 «<j�W 3 X � ¨ 3 � C ��5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «�ª � C�¨ §�§�«RC � §PW�§�§ �
9%0 � ¨�ª8C �43 � 7]«�C � Gr§�«Y6]Wf§PWy§�§�¨ � 0�U�¨%0:W#7]«��

ξ̄(N)

�+Gr§�§�ª]G�U «�ª86�¨�0bG�6�«�9%W�« 3 §�«�ª�«�0bGaX � ¨ 3 «

logP(λ) =
∞
∑

N=1

(λ− 1)N

N !
(n̄)N ξ̄(N),

~�@q. ¯q. c%�
¨�U�«

ξ̄(N) ≡
∫

· · ·
∫

ξ(N)(rij)dV1 · · ·dVN .
~�@q. ¯q.A�`�

�*¨ 3 « 3 Cy¨
λ = 0

3 «�040�S «�z�WZG[X � ¨ 3 «�~�@q. ¯q. c%� 6 � ¨ §�§ � « 3 «

logP0(V ) =
∞
∑

N=1

(−1)N

N !
ξ̄(N).

KFGRj�W 3 X � ¨ 3 «_C � 2�ª�¨�©ZG © � 0 � §�QYC�« � UDW�¨ § � 
 j,G 5 � 0:7]« 3 §�«1ª �45 G�UaG © � 0 «�CZG[0:0 «�6 � 7LW#0bGaX � ¨ 3 � ¨LCZG �
5 Ga7H2 � ¨ 3 � ª�«(G[0 � «�C 
�j ¨ ª�§�«�7]« 3 §�«�C � 2
« 3 C�« 3 §�« CZG[0:0 «;j�W 3 X � ¨ 3 � C �h5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «pª � C�¨r§�§�«�C �

§PW�§�§ � 9%0 � ¨�ª8C �43 � .vKTSJG[2#2#0 �45 GaX � ¨ 3 «=C � z�W�«�6�§�¨}j ¨�ª87�G[0 � 687]¨�G;C � U�«�ª86 � 5 Gr§�Ga0 ¨%9�� � �+6]W 6 5 G[0 «LC � g
ª�«w§�§PG[7]« 3 §�«_G 5�5 «�6]6 � © � 0 � §�ªPG[7 � §�« 0 «
¨%686�«�ª�UaG[X � ¨ 3 � � �ZG>7�¨%6�§�ªPGr§�¨ 5 ��«�9%0 � G[7H7HG[686 � C � 9`Ga0bG[686 � «
6�«�9%W�¨ 3 ¨ « � « §�§ � UaG[7�« 3 §�«H04G�0 «�9%9�«�C � 6 5 G[0bG 3 «�0:0^S � 2
¨ §�«�6 � 9�« ªPG ª 5 � �45 Gd.�e1¨ 3 ¨[6�§�G 3 §�«�6 � G W 3 G
Wy§ � 0 «�6�§�Gr§ � 6�§ �45 G���«�686PG 7�¨%6�§�ªPG�2
«�ª�� G[0 5 W 3 � 0 � 7 � § � C�¨�UDWy§ � Ga0 j,Gr§�§�¨ 5 ��« 3 ¨ 3 
 �43 9�ªPG[Cy¨ C �

ª � U�«�0bG ª�«�04G�9 «�¨%7�« §�ª � G��>¨m§�¨[2Z¨%0 ¨%9 � G��!C�« � UDW�¨ § � �43 C � U � C#WZG�§ � .�/ 3 ¨%0 §�ª�«�04G�j�W 3 X � ¨ 3 «�C � 2�ª�¨ag
©ZG © � 0 � §�Q P(λ)


Yj ¨�ª�§�«�7�« 3 §�«>C � 2Z« 3 C�« 3 §�«=C#G[0404GRC�« 3 6 � §PQ�Cy«�0 5 Ga7H2 � ¨ 3 «>G 3 G[0 � X�X(G�§�¨#. / 3 j,Gr§�§ �

L2 ��� j,G 5 � 0 « �43#5 ¨ 3 §�ª]G ª�«=W 3 UDW�¨ §�¨}C � «�6�§�« 3 6 � ¨ 3 «fG ª�© � §�ªPG ª � G

V
�43 W 3 U ¨%04Wd7]« �43s5 W � 6�¨ 3 ¨

C � 6�§�ª � ©#W � § � 2Z¨ 5 � � 2dW 3 § � ª � 6]2
« §�§�¨�G[C�W 3 ¨ �43�5 W ��3 «<6�¨ 3 ¨fC � 6�§�ª � ©#W � § � 7]¨[0 § � .
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� 
�� M ��� ��
������ �

� 3 C � U «�ª]6�¨LG[2d2�ª�¨ 5�5 � ¨=G[040 ¨Y6�§PWdC � ¨<C�«�0:0 «h2�ª�¨%2�ª � « §PQ>Cy«�0404GYC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «hC�«�040 « 9`G[0bGa6]6 � « 

z�W�«�0:0 ¨YC � G 3 G[0 � X�X�G ª 3 « 0bG�§�¨%2
¨%0 ¨%9 � Gd.�/10#7�« §�¨qCy¨Y6 � ©ZGa6PGY6]W#0:0^SOW#6�¨YCy«�040�S �:3 U[Grª � G 3 §�«�§�¨%2Z¨[0 ¨%9 �:5 ¨
C�«w§�§�¨ �	� 
 � � C�«�040 « 6]W#2
«�ª�y 5 � C � � 6�¨ag C�« 3 6 � §PQ>Cy«�0404GvC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «[.�/10Z9 « 3 W#6 C � W 3 G>6]W#2
«�ª�y 5 � «
5 ¨ 3 6 � 6�§�« 3 «�0:0bGpC ��� «�ª�« 3 X�Gb§�ª]G � 0 3 Wd7]« ª�¨�C � ©#W 5 � � « zDWy«�040 ¨ C � ª�«�9 � ¨ 3 � � 6�¨%0bGr§�«�C �_5 W � 

5 ¨[7H2
¨%6�§PG � �43 Ga0 §�ª � §�«�ª87 �:3 � «�686�¨�ªPGa2#2�ª�«�6�« 3 §PG � 0 3 W#7�«�ª�¨R7�G[686 � 7]¨<C � §�G[9%0 �+5 ��«v6 � 2Z¨[6]6�¨ 3 ¨
j,G ª�«>G[0404GL6]W#2
«�ª�y 5 � «<6�« 3 X�G�C � U � C�« ª]04G �43 C#W�«>2ZG ª�§ � C � 6�§ �43 §�«a.

/ 3#3 G 3 X � §]Wy§�§�¨��%2
¨ �45 ��
 0bG 6�§�Gr§ � 6�§ �45 G C�«�0d9�« 3 Wd6T6 � G[2d2#0 �:5 G GvC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 �D5 ¨ 3 § �43 W�« 2 � Wy§8g
§�¨[6�§�¨ 5 ��«LG�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � 6 5 ª�« §�«=C � 7�G�§�«�ª � G��Z6 � 687LW#686PGH04G�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «>C�«�040 «>9`Ga0bG[686 � «
7�«�C � G 3 §�«LW 3 y#0 §�ª�¨��!6�¨%0 � §�G[7�« 3 §�«<9`G[Wd6]6 � G 3 ¨#.</ 3 6�«�9%W � §�¨;6 � �43 C � U � C#WZG 3 ¨;2
«�ªv04G�C � 6�§�ª � ©#Wqg
X � ¨ 3 « 5 ¨ 3 § �43 WZG#¨ §�§�« 3 Wy§PG=0 «h68W#2Z« ª8y 5 � 6]W#0:0 «hz�WZG[0 � 04GYC�« 3 6 � §PQ 
�7�Ga9%9 � ¨ ª�« C � W 3 CZGr§�¨<UaG[0 ¨�ª�«
C � 6�¨%9%0 � G

ν
.T/ 3 C �:5 � � Ga7]¨ 5 ¨ 3

G(ν)
� 0+UaG[0 ¨�ª�« 5 ��«>G[686]W#7�« � 0�9 « 3 W#6 2
«�ª 0 « C�«w§�§�« 5 W�ª�U�«a.B�@«�ª

7�«�X�X ¨;C�«�0*§�« ¨�ª�«�7�GHC � {>G[W#686_g ��¨ 3#3 «w§Y6 � U�« ª � y 5 G 5 ��«
G(ν)


R0 «�9%Gr§�¨HG[040�S �:3 §�«�9 ªPG[0 «Y6]W#0:0bG
5 Wyª8UaGr§PWyªPG=9%G[W#6]6 � G 3 G

K = 1/a1a2

��¨�U «
a1

«
a2

6�¨ 3 ¨ � ªPG[9[9 � 2�ª �:3#5 � 2ZG[0 � C ��5 W�ª�U[G�§PW�ª]G=C�«�040 «
6]Wd2Z« ª8y 5 � 6�§PW#C � Gr§�« �

Sν

� 3 «�0�6�«�9%W�« 3 §�«R7�¨DC�¨

4π[1 −G(ν)] =
∫

Sν

KdS.
~�@q.Acq. ¬��

� 0�2
¨%6�§�¨;C �
G
2
«�ª 5 ¨ 3 U�« 3 X � ¨ 3 «L6 � 2�ª�«�j « ª � 6 5 «LW�§ � 0 � X�X(G ª�«

GS = G − 1
. / 3 6�«�9%W � §�¨;G]§�G[0 «

C�«Vy 3 � X � ¨ 3 «L6 � �#G 5 ��« �43s5 ¨�ª�ª � 6]2
¨ 3 Cy« 3 X�G�C � 6]Wd2Z« ª8y 5 � 7LW#0 § � g 5 ¨ 3#3 «�6]6�«
GS

G[686]W#7�«RUaG[0 ¨�ª �
7HG[9%9 � ¨�ª � ¨HW#9[WZG[0 � G�X «�ª�¨���7�« 3 §�ª�«>2Z« ª_68W#2
«�ª8y 5 � 6�«�7�2#0 �45 «�7]« 3 §�« 5 ¨ 3#3 «�686�«L6 � �ZG

GS < 0
.

� � U � C�« 3 C�¨
GS

2
«�ª � 0�U ¨%04Wd7]«1¨ 5�5 W#2ZG�§�¨�CZG[0 5 Ga7H2 � ¨ 3 «_6 � ¨r§�§ � « 3 «
gS

� 5 ��«Y7�Ga2#2ZG � 0�9�« 3 W#6
2
«�ªhW 3 � §�QLC � U ¨%04W#7�«[.

�*« ªvW 3 G�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «<9`G[W#686 � G 3 G�� 5 G ª]Gr§�§�«�ª � X�X�Gr§�GHCZG[0Fj,Gr§�§�¨�C � 7]¨[6�§�ª]G ª�«=2ZG ª � 2�ª�¨�©ZG g
© � 0 � §PQL2Z« ª1ª�«�9 � ¨ 3 � 6�¨�U�ª]G[C�« 3 6�«)«<6�¨r§�§�¨DC�« 3 6�«�� 
<2Z¨%686 � © � 0 « � 0 5 G[0 5 ¨%0 ¨�G 3 Ga0 � § �45 ¨�C �

gS(ν)
.�� �

§�ª�¨�U[G 5 ��«ax

gS(ν) =
1

4π2

[

〈k2〉
2

]3/2

(1 − ν2) exp

(

−ν
2

2

)

,
~�@q. cD. @%�

¨�U�«<6 � 
>2
¨%6�§�¨
〈k2〉 =

∫

k2P (k)d3k
∫

P (k)d3k
,

«
P (k)


>0 ¨f682Z«w§�§�ª�¨HC � 2Z¨ §�« 3 X�Gd. e1«�0 5 G[6�¨ �:3�5 W � 6 � G
P (k) ∝ kn 5 ¨ 3 U�¨[04Wy§�¨ 5 ¨ 3 W 3 yZ0 §�ª�¨
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9`G[Wd6]6 � G 3 ¨
(e−k2λ2/2)

0bG�~�@q. cD. @%�BG[6]68W#7]«>04G�j ¨ ª]7HG

gS(ν) =
1

4π2λ3

[

3 + n

3

]2/3

(1 − ν2) exp

(

−ν
2

2

)

.
~�@q. cD.AI`�

� � 2#W�� j,G 5 � 047�« 3 §�«sU «�ª � y 5 G ª�« 5 ��«)04G 5 ¨%6�§�G 3 §�«|C �>3 ¨�ª87�Ga0 � X�X(G[X � ¨ 3 «
(1/4π2λ3)[(3 +

n)/3]2/3

RC � 2Z« 3 C�« 3 §�«LCZG[0:0 ¨f6]2
« §�§�ª�¨;C � 2Z¨ §�« 3 X�Gd.v�@¨ �45 ��
R9%0 � « � «w§�§ � C�«�040^S «�U ¨%04WdX � ¨ 3 «>9�ªPG g

U � §PG[X � ¨ 3 G[0 « 3 ¨ 3 0 �:3 «(Grª�« U�« 3 9�¨ 3 ¨ �:3 � X � G[0:7]« 3 §�« ¨%686�« ª8UaGr§ � 6]W;2 �45�5 ¨%0 «�6 5 G[0 «1« 2
¨ � 6]W;9�ª]G 3 C �

6 5 G[0 «��Z6�«>6 � 687LW#6]6]G�§�ª�¨%2d2Z¨ � 0 5 G[7�2Z¨fC � Cy« 3 6 � §�Q�6 � ª � 6 5 � � GLC � j,Grª�682ZG ª � ª�« 5 ¨%7�2#0 «w§�G[7�« 3 §�«
0 «�6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«�68W	2 �45�5 ¨%04G�6 5 G[04G 2�ª�«�6�« 3 § � �:3 W 3 GrC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «[.�\ � � 5 ��«;6 � ª � ¨ §�§ � « 3 « 
�C �

5 ¨ 3 6�«�9%W�« 3 X(G=W 3 GYC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 « 9%G[W#6]6 � G 3 Gd. � W 3 z�W�«1ª � 68W#0 §PG � 7�2Z¨%686 � © � 0 « 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §PG ª�« CdW�«
7�¨qC�«�040 � C�¨ §PGr§ � C � C � U «�ª86�¨L682Z«w§�§�ª�¨LC � 2Z¨r§�« 3 X(GR2
¨ �45 ��
_04G

gS(ν)
�43 « 3 §�ª]G[7)© � �+5 G[6 � G[686]W#7�«

0bG>j ¨�ª]7HG=C � W 3 GR9`G[W#686 � G 3 Gd.TKFG 5 G[2ZG 5 � §PQRC�«�0:0bG>6�§PGr§ � 6�§ �:5 G<C�«�0�9�« 3 W#6 C � �43 C � U � CdWZG ª�«h0 « C�« g
U � G[X � ¨ 3 � CZG>W 3 G=C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 « 9`GaW#6]6 � G 3 G �43 W 3H5 G[7�2 � ¨ 3 « ª � 6]W#0 §�GY7�¨%0 §�¨YWy§ � 0 « 3 «�040^SJG 3 Ga0 � 6 �
C � 7�¨qCy«�040 ��5 ¨ 3 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 � �:3 � X � G[0 ��3 ¨ 3 9`GaW#6]6 � G 3 «�¨ �43 z�W�«�0:0bG}C � 7�¨qC�«�040 ��5 ��«�ª �:5 ¨�ª�ª�¨ 3 ¨
G�7]« 5�5 G 3 � 687 �w3 ¨ 3 9�ªPG(U � §PG[X � ¨ 3 G[0 � 2
«�ªh682 � «�9`G ª�«>04GRj ¨�ª]7HG[X � ¨ 3 «vCy«�040 «v6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«=68W 9 ªPG 3 Cy«
6 5 G[0bGq.

\�¨%7�«=9 � QfG 5�5 « 3#3 G�§�¨ �:3 2yª�« 5 «�C�« 3 X(G�� �43 W 3 G�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «Y9`G[W#686 � G 3 G�6 � ¨%6]6�«�ª8UaG�W 3 G
2
«�ª8j «w§�§PG 6 � 7H7�« §�ª � G §�ªPGp0 «fª�«�9 � ¨ 3 � Gb©#G[6]6]G C�« 3 6 � §�Q�� � & UqWy¨ § � (}5 GrªPGr§�§�«�ª � X�X(Gr§ � C#GpUaG[0 ¨�ª �
3 «�9`Gr§ � U � C �

ν
�Z«Rz�W�«�0:0 «RG[C G[0 §�GfC�« 3 6 � §PQ�� � & 2 � « 3 �)(>5 G ªPGr§�§�« ª � X�X(Gr§ � C#GHUaG[0 ¨�ª � 2Z¨[6 � § � U � C �

ν
.

� 5 G[W#6]G�C � §�G[0 «=6 � 7�7]«w§�ª � G�0 «<X�¨ 3 «R6�¨�U�ªPGaC�« 3 6�«�«R6�¨ §�§�¨qC�« 3 6�«RG[6]68W#7�¨ 3 ¨;9%0 � 6�§�«�6]6 � UaG[0 ¨�ª �
C�«�0w9�« 3 Wd6 7]¨%6�§�ª]G 3 C�¨ 5 ¨ 3 6�«�9%Wy« 3 §�«�7]« 3 §�«>0bG=7�«�Cy«�6 � 7�G#§�¨%2
¨%0 ¨%9 � G��`W#6]WZGa047�« 3 §�« 5 � � G[7HGr§�G
� � 
 � 
	�	��
 � ���&� � � 
 � � � ����� � G 5 G[W#6PGpC�«�040^SJG[682Z«w§�§�¨sG[6]68W 3 §�¨|6 � 7 � 0 «�G z�W�«�040 ¨rC � W 3 G 682#W#9 3 Gq.
KTSAGaX � ¨ 3 «_Cy«�0404GY9�ªPG(U � §PQ�ª�¨%7H2
«hW 3 G�§PG[0 «h6 � 7�7]«w§�ª � GvCZG 3 Cy¨�¨�ª � 9 �:3 «hG=C#Wy« 2
¨%6]6 � © � 0 � §�¨%2Z¨[0 ¨ag
9 � «[. ��«>0bG 5 W�ª8UaG

gS(ν)
6 � 6]2
¨%6�§�G�U�«�ª86�¨ � UaG[0 ¨�ª � C �

ν
3 «�9%Gr§ � U � �d0 «3ª�«�9 � ¨ 3 � G�©#G[6]6]G�C�« 3 6 � §�Q

6�¨ 3 ¨}7�Ga9%9 � ¨ ª]7�« 3 §�« 5 ¨ 3#3 «�686�«�C � z�W�«�0:0 «=G[CpG[0 §PGd.�� z�W�«�6�§�G�§�¨[2Z¨%0 ¨%9 � G 5 � 6 � ª � j «�ª � 6 5 « 5 ¨ 3
� 0 3 ¨%7�«}C � � � � ��� � ����� � � 
 � � � ����� U � 6�§PG 0bG ªPGa6]6�¨[7 � 9%0 � G 3 X(G C�«�0:0 «;6�§�ª]W�§�§PWyª�«f¨%6]6�«�ª�U[G�§�« G[C
W 3 �43 6 � «�7]«;C � §�G 3 § � G[7H7HG[686 � .���«�G[0 5 ¨ 3 §�ªPG ª � ¨ 04G 5 W�ª�U[G

gS(ν)
6 � 6]2
¨%6�§PGpU «�ª]6�¨|UaG[0 ¨�ª �

2
¨%6 � § � U � C �
ν
6�¨ 3 ¨�0 «�ª�«�9 � ¨ 3 � G[C;G[0 §PG=C�« 3 6 � §�QLG[C�«�6]6�«�ª�«Y7�G[9[9 � ¨�ª87]« 3 §�« 5 ¨ 3d3 «�686�«#ª � 6]2
« §�§�¨

G�z�W�«�040 «RG�©ZG[686PG;C�« 3 6 � §�Qd.Y/ 3 §�G[0 5 G[6�¨;0bG]§�¨%2
¨%0 ¨%9 � GLU � « 3 « 5 ¨ 3 U « 3 X � ¨ 3 Ga047�« 3 §�« 5 � � G[7HGr§�G
� ��� � � � 
 ! 	 � � � � � � 
 � � � ����� �Z2Z¨ �45 ��
=G[6]6�¨%7 � 9%0 � GLG[0�j ¨�ª87�Ga9%9 � ¨�«�7H7�« 3 § �ZG[0^. e_W#7�«�ª�¨%6 � 04G�U ¨�ª �
�ZG 3d3 ¨ U�«�ª � y 5 Gr§�¨ 5 ��« � 0B9�« 3 W#6�ª � «�6 5 «;j,G 5 � 047�« 3 §�«}G C � 6 5 ª � 7 �:3 G ª�«Hj ªPGs7�¨DC�«�0:0 � �43	5 W � 9%0 �
¨%9%9 « §�§ � 6�«�9%W�¨ 3 ¨HC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � 9%G[W#6]6 � G 3 « ��¨f04W 3 9�¨LyZ0bGa7]« 3 § � � 5 04Wd6�§�« ª]6
¨�©#W�©�©#0 «�6�.



N�@ � 	�� � 	 � � � � 
�� � � ��
 � 	 � � �
� 	 � 
 � ��	 �
� 
 ��
 � � � �

KTS ¨%2
«�ª]G[X � ¨ 3 « C � yZ0 §�ªPGa9%9 � ¨�C�«�0 5 Ga7H2
¨vC � C�« 3 6 � §PQv2Z¨ 3 « W 3f3 ¨ §�«�U�¨[0 « 2�ª�¨�©#0 «�7HGd.��*¨ �:5 ��

�+5 Gr§PG[0 ¨[9�� � C � ª�«�C#6 � � j §BG3§PWy§�§(S ¨%9%9 � C � 6]2
¨ 3 � © � 0 �d5 Ga7H2 � ¨ 3 G 3 ¨=G 3#5 ¨�ª]G �:3 7�¨DC�¨3§�ª�¨[2#2Z¨�ªPGaC�¨
0bG U ¨%0 §PG 5 «�0 «�6�§�«h6 � 
 5 ¨%6�§�ª�«w§�§ � GYy#0 §�ª]G ª�« 7]¨%0 §�¨ � 0 5 G[7H2
¨YC � Cy« 3 6 � §�Q2§�ªPG 5�5 � G�§�¨YCZG[9[0 � ¨%9%9�«w§�§ �
�43 «�6]6 �Z5 ¨ 3 §�« 3 Wy§ � G[0qy 3 « C � ª�« 3 C�« ª]0 ¨ 5 ¨ 3 § �43 W�¨#. � 3 yZ0 §�ªPG[9[9 � ¨�« � « §�§PWZGr§�¨Y6]Wf6 5 G[0 « 7�G[9[9 � ¨�ª �
C � z�W�«�040 «LC�«�0:0bG�0:W 3 9��y«�X�X�G}C � 5 ¨ ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « � �:3 U � ª�§ � C�«�0�§�«�¨�ª�«�7HG;C�«�0 0 � 7 � §�« 5 « 3 §�ª]G[0 «��!j,G
6�� 5 ��«<0 « 5 W�ª8U «RC�«�0�9 « 3 W#6
§�« 3 CZG 3 ¨�G[CrGa6]6]Wd7]« ª�«<0bG�j ¨�ª]7HG 5 G ª]Gr§�§�«�ª � 6�§ �45 GfCy«�0404G)§�¨%2
¨%0 ¨[9 � G
9`G[Wd6]6 � G 3 Gd.�� 0 5 ¨ 3 §�ªPGrª � ¨>2
«�ªT0:W 3 9���«�X�X «_C � y#0 §�ª]G[9%9 � ¨ �43 j «�ª � ¨�ª �

gS(ν)
7�¨%6�§�ªPG 3 ¨>C�«VU � G[X � ¨ 3 �

�43 C � ª�«�X � ¨ 3 � C�«�0:0bG�7]«�Gr§�©ZGa040>§�¨%2
¨%0 ¨%9[i%. K>«L6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«L6]Wp9�ª]G 3 C�«=6 5 Ga0bG;7�¨%6�§�ª�«�ª�«�©�©
«�ª�¨��w6�«
G 3 Ga0 � X�X(Gr§�« 68W]¨%2d2Z¨�ª�§PW 3 « 6 5 G[0 «��`W 3 GY7�Ga9%9 � ¨ ª�« 5 ¨ 3#3 «�6]6 � ¨ 3 «
§�ªPGv0 « ª�«�9 � ¨ 3 � G3©ZG[686PGYC�« 3 6 � §PQ
5 ��«#§�ª]Gfz�W�«�040 «>G[C�G[0 §PGd.

KFGr6�§PGr§ � 6�§ �:5 G�C�«�0B9�« 3 W#6��T2�ª�« 5 «�Cy« 3 §�«�7]« 3 §�«�C�«�6 5 ª � §�§PG�� 3 ¨ 3 
 �43 9�ªPG[Cy¨sC � C�«�6 5 ª � U�« ª�«
5 ¨[7H2#0 « §PG[7]« 3 §�«s04Gb§�¨%2
¨%0 ¨%9 � GpC � W 3 G	6]W#2
«�ª�y 5 � «[. / 3 j,Gr§�§ � C#W�« 68W#2Z« ª8y 5 � 2#W�ª�G(U�« 3 C�¨ � 0
7�«�C�«�6 � 7�¨ UaG[0 ¨ ª�«T2
«�ª � 0[9�« 3 W#6��[2
¨%6]6�¨ 3 ¨_G�U «�ª�« j ¨�ª87�G���C � 7�« 3 6 � ¨ 3 � « 2�ª�¨[2�ª � « §�Q 9 «�¨%7�« §�ª �45 �y«
C � U�«�ª86�«a.p� � 
 5 ¨[6! �:3 §�ª�¨DC�¨ §�§�G�W 3 Gr6�§�Gr§ � 6�§ �45 GrG 3 G[0 ¨%9%G G[0 9�« 3 W#6 �

Γ(ν)
5 ��« 
H9�¨DC�«�C�«�0404G

2�ª�¨%2�ª � « §PQ=C � «�686�«�ª�«YW 3 G=j�W 3 X � ¨ 3 « C � 6]2#G ª � C �
ν
2
«�ª W 3}5 G[7�2Z¨<9`G[Wd6]6 � G 3 ¨)© � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 G[0 « �

7�« 3 §�ª�« � 0h9�« 3 Wd6}0 ¨ 
 2ZG ª � . �@«�ª;W 3 5 G[7�2Z¨ 9`G[W#686 � G 3 ¨ 5 ¨ 3 6]2
« §�§�ª�¨
P (k)

6 � ª �45 G(UaG 04G
6�«�9%W�« 3 §�«�«�6]2�ª�«�686 � ¨ 3 «RG 3 G[0 � § �:5 G

Γ(ν) =
1

π
√

3
〈k2〉 exp

(

−ν
2

2

) ~�@q. cD.JN��

5 ��«�z�WZG[0 ¨ ªPG;2
«�ª>0 ¨�6]2
« §�§�ª�¨ C � 2
¨ §�« 3 X�G�6 � G�U «�686�«
P (k) ∝ kn

«�j ¨%686�« 5 ¨ 3 U ¨%04Wy§�¨ 5 ¨ 3 W 3
yZ0 §�ª�¨�9%G[W#6]6 � G 3 ¨�6 � ª � C#W�ª�ª�«�©�©
«<G[0404G

Γ(ν) =
1

πλ

[

3 + n

3

]1/2

exp

(

−ν
2

2

)

.
~�@q. cD. ?%�

� 3d5 ��« �43 z�W�«�6�§�¨ 5 G[6�¨ � 0Zj,Gr§�§�¨�ª�«�C ��3 ¨ ª]7HG[0 � X�X(GaX � ¨ 3 «
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Γ(ν)
§�ª�¨�UaGr§�«s2
«�ª�W 3 5 G[7�2 � ¨ 3 « 6 �

5 ¨[040 ¨ 5 G 3 ¨ Gs6 �:3 � 6�§�ª]GsC�«�0:0bG	~�@q. cD. ?%�<0bGs6]W#G §�¨%2
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�G 7�«(Gr§�©ZG[0:0 � 6�« �43 U�« 5 « 5 G[Cy¨ 3 ¨|G
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<G�6 
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Γ(ν)

�ZGfW 3 G�j ¨ ª�§�«<C�«VU � G[X � ¨ 3 «>CZG[0:0bG 5 W�ª8UaG�§ � 2 �:5 G�C � W 3 G�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
9`G[Wd6]6 � G 3 Gd.|/ 3 ¨%0 §�ª�« � �43 7HG 3 � «�ªPG � 0By#0 §�ª]G[9%9 � ¨r68W 6 5 G[0 «}C�¨%2#2 � «Nª � 6]2
« §�§�¨pG[0:0bGr2yª�« 5 «�C�« 3 §�«
j,G;6 5 ¨%7�2ZG ª � ª�«LW 3 GN§�G[0 «LC�«�U � G[X � ¨ 3 «)ª � 2�ª � 6�§ �43 G 3 C�¨;04G�6 � 7H7�« §�ª � G�ª � 6]2
« §�§�¨�G[040 ¨�X «�ª�¨�C�«�040bG
Γ(ν)

.}/10:ª � 6]W#0 §�Gr§�¨h¨r§�§�« 3 Wy§�¨�
 �:3 2
«�ª�j « §�§�¨sG 5�5 ¨�ª8C�¨sG�z�W�«�0:0 ¨�9 � Qpª �45 G(UaGr§�¨ CZGa040^SOW#6�¨ C�«�0404G
6�§PGr§ � 6�§ �45 GLCy«�0�9�« 3 Wd6�.
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\�¨%7�« 9 � Q G 5�5 « 3#3 Gr§�¨	G[0:0bGry 3 « C�«�0�2ZG ª]G[9�ª]Gaj ¨ ~^@q.JI`�
� CZG[040�SAG 3 G[0 � 6 � C�«�0:0bG 5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
j ªPGL9[0 � ¨%9%9�«w§�§ � G[2#2#G ª�§�« 3 « 3 § � G[C�G[0 5 W 3 ��5 Gr§PG[0 ¨[9�� � ª � 6]W#0 §�«�ª�«�©�©
« 5 ��«>04GRC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 « C�«�9%0 �
G[7�7�Ga6]6 � C � 9`G[04G[6]6 � «R9 ¨qCZG�C � W 3 G;2�ª�¨[2�ª � « §�Q�C � �:3 U[Grª � G 3 X(G�C � 6 5 G[04G�¨;j ªPG�§�§�Ga0 «[. �vG ª�«�7�¨
z�W �43 C � C � 6�«�9%W � §�¨�W 3 ©�ª�«VU�«=G 5�5 « 3#3 ¨;G[0wj ¨ ª]7HG[0 � 6]7�¨R6]W 5 W � 6 � ©ZG[6]G�0�SAG 3 G[0 � 6 � j ªPGr§�§�G[0 «[.

\�¨ 3 6 � C�« ª � Ga7]¨>W 3 G<7�Ga6]6PG#ªPG 5�5 � � W#6PG �43 W 3 G=6�j «�ª]G=C � ªPGa9%9 � ¨
r

�:3#5 « 3 §�ªPGr§PG<68W;W 3 G>CZGr§PG
9`G[04G[6]6 � G�« �:3 C �45 � � G[7�¨ 5 ¨ 3

M(r)
§�Ga0 «<7�G[686PGd. ��«RG ©�© � G[7]¨HG 5 ��«=j,G ª�« 5 ¨ 3 C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 �

6�§PGr§ � 6�§ �45 ��«f©
« 3 Cy«�6 5 ª � §�§�« CZGeª�«�04G[X � ¨ 3 � Cy«�0 § � 2Z¨ ~^@q.JId.A?%�
� 3 «�040^S �43 §�«�ª8UaG[0:0 ¨sC � 6 5 G[0 « 2
«�ª�0 «
z�WZG[0 � 6 � �ZG

ξ(r) � 1
6 � �ZG

M(r) ∝ ξ(r)r3 ∝ rD2 ,
~�@q.A�q. ¬��

¨�U�«
D2 = 3 − γ

. �vG[0 7�¨%7�« 3 §�¨ 5 ��«�� 5 ¨%7�«�9 � QpG 5�5 « 3#3 Gr§�¨ 3 « � 2�ª�« 5 «�Cy« 3 § � 2ZG ªPGa9�ªPGay��
γ ≈ 1.8

6 � �ZG 5 ��«
M(r) ∝ r1.2

«
D2 = 1.2

. KFG�z�WZG 3 § � §�Q
D2

U � « 3 «>6�¨%0 � §PG[7]« 3 §�« �:3 C �45 Gr§�G
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M(r) ∝ r
��6�« �:3 U�« 5 «f6 �

C � 6�§�ª � ©#W � 6 5 «�0:W 3 9�¨ 2 � G 3 � 6 � �ZG
M(r) ∝ r2 � �43 y 3 «�6�«p¨ 5�5 W#2ZG ¨[7]¨%9 « 3 «�G[7]« 3 §�«�§]Wy§�§�¨ � 0

U�¨[04W#7�«>G�C � 682Z¨%6 � X � ¨ 3 « 6 � �ZG
M(r) ∝ r3
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CZG;W 3 G;68j «�ª]G;C � ª]G[9%9 � ¨

r
2Z« ªv0bG�z�WZG[0 «R6 � �#G

M(r) ∝ rα(x) �&¨�U «�0^S «�6]2
¨ 3 « 3 §�« α UaG ª � G�CZG
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α
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KFG|j�W 3 X � ¨ 3 «

f(a)
5 ��«mª � Ga6]6]Wd7]«f§PWy§�§ � � UaG[0 ¨�ª � C �

α
Ga6]6]W 3 § � �#G W 3 W 3 �45 ¨)7HG[6]6 � 7�¨ �43

5 ¨ ª�ª � 6]2
¨ 3 C�« 3 X(GHC�«�0�U[Ga0 ¨�ª�«
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q
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Dq = lim
r→0

1

(q − 1)
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∑N(r)

i=1 [ni(r)/N ]q

log r
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¨�U�«
ni(r)
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 � 0 3 W#7]« ª�¨2§�¨ §�G[0 «

C �!5 «�0:0 « �D7�« 3 §�ª�« 3 «�0 5 G[6�¨�6 � G ©�© � G�G 5 ��«vj,G ª�« 5 ¨ 3 6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«Y7�¨ 3 ¨[j ª]Gr§�§PG[0 � 6 � �ZG
Dq = D02
«�ª
¨%9 3 �

q
.

��«�©y©Z« 3 « � 7]¨DC�«�0:0 � 7LW#0 § � j ªPGr§�§�G[0 � 6 � G 3 ¨ ª � W#6 5 � § � GsCZG ª�«}W 3 ©#Wy¨ 3 G 6]2 � «�9`GaX � ¨ 3 «;C�«�040 «
2�ª�¨%2�ª � « §PQ�C � 6 5 G[04G�C � 5 W � 9�¨qCy«H04G�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «f6]W 9�ªPG 3 C�«�6 5 Ga0bG�C�«�0:0 «f9`G[04G[6]6 � « � 3 ¨ 3 6 �

sG 3#5 ¨�ª]Gbª � W#6 5 � § � G)6�§PG © � 0 � ª�«}W 3 0 «�9`G[7�«h§�«�¨�ª �45 ¨|j ª]G4«�686 � « 0 «h«�z�WZG[X � ¨ 3 �_5 ��« 6]2 � «�9`G 3 ¨
0^S «�U ¨%04WdX � ¨ 3 «_Cy«�0 5 04W#6�§�«�ª �43 9=C�«�0:0 «_9`G[0bGa6]6 � «[.#"YWy«�040 ¨RC ��5 W � 6 � 
 5 « ª�§ � 2Z« ª�� 
 5 ��«v0 «�j�W 3 X � ¨ 3 �

f(α)
«
Dq

C � 2
« 3 Cy¨ 3 ¨f0^SOW 3 ¨fCZG[0:0^SJG[0 §�ª�¨=6�« 5 ¨ 3 C�¨H0 «3ª�«�0bGaX � ¨ 3 �

τ(q) = αq − f(α), α(q) =
dτ

dq
, Dq =

τ(q)

q − 1
.
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f(α)
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Dq
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2ZG ª�§ � X � ¨ 3 «
Z(q, r)

�#C�«Vy 3 � §PG�CZG[0404G�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

Z(q, r) =
1

N

N
∑

i=1

nq−1
i ∝ rτ(q),

~�@q.A�q.AI`�

¨�U�«
r

 04GpC � 7�« 3 6 � ¨ 3 «�C�«�0404Gp6 �43 9 ¨%0bG 5 «�0404Gd.t� G[2#2ZG 3 C�¨

Z
�43 j�W 3 X � ¨ 3 « C �

r
5 � 6 � 2#W��

ª �:5 G(UaG ª�«
τ(q)

2Z« ª0¨%9 3 �
q
« CZG>zDWy«�6�§�SJWd0 § � 7�G��`Gr§�§�ªPG(U�« ª]6�¨=0 «<~^@q.J�`�
�`6 � ¨ §�§ � « 3 «

Dq

.T�*« ª
q > 2G[0B2Z¨%6�§�¨pC�«�040bG 2�ª�« 5 «�Cy« 3 §�«�j�W 3 X � ¨ 3 «�6 � W#6]Gp04G j�W 3 X � ¨ 3 «;C � 2ZGrª�§ � X � ¨ 3 « �:3 U «�ª86PG�� C�«Vy 3 � §PG

CZG[0:0bG�ª�«�04G[X � ¨ 3 «
W (τ, n) =

1

N

N
∑

i=1

ri(n)−τ ∝ n1−q,
~�@q.A�q.JN��

¨�U�«
ri(n)
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ª � 0 «VU[G�§�« « ªPGY2�ª�«VUaG[0 « 3 §�«�7�« 3 §�« yZ0 � j ¨�ª87]«�¨ 5 ¨%7�2ZGr§�§�Gd.
$ G 3#3 ¨ 5 ¨ 3#5 04W#6�¨ 5 ��« G 5 G[W#6PG<C�«�0:0^S «�6 � 9%W�¨ 3 W#7�«�ª�¨=C � yZ04G[7�« 3 § � �:3 C � U � C#WZGr§ � G[040�S �:3 §�«�ª 3 ¨YC�« �
C#W�« 5 � §�G�§ � 5 G[7H2 � ¨ 3 � �TW 3 G §�Ga0 « �43 CZG[9 �:3 « 3 ¨ 3 5 ¨ 3 6�« 3 § � UaG 0 ¨�ª�¨pC � ¨ §�§�« 3 «�ª�«�6 � 9 3 � y 5 Gr§ � U �

ª � 6]W#0 §�Gr§ � .T/ 3 ¨[0 §�ª�« ��G[0!y 3 «=C � U «�ª � y 5 G ª�«=0^SJG © � 0 � §PQ 5 ¨ 3 0bG�z�WZG[0 «>0^SA�s�q� �:3 C � U � C#WZGL6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«
yZ0 � j ¨�ª87 � G[040�S �:3 §�«�ª 3 ¨�C�« �F5 G[7H2 � ¨ 3 � 6�§PWdC � Gr§ � � �#G 3#3 ¨ 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�Gr§�¨H0�S �r�q� 5 ¨%6�§�ª]W � §�¨�6]WrW 3 G
C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «v2
¨ � 686�¨ 3 � G 3 GRC � 2#W 3 § ��5 ¨ 3 zDWy«�040 ¨�ª�«�G[0 � X�X(G�§�¨�6]Wd040bG=7]«�C�«�6 � 7HGLC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
G[0:0bGfzDW#G[0 «��w2
«�ª���«�ªPG;6�§�Gr§�¨}G[9%9 � W 3 §�¨HW 3 yZ04G[7�« 3 §�¨ 5 ¨ 3 §�« 3 « 3 §�«�@a��2#W 3 § � . $_G 3#3 ¨ 3 ¨r§�Gr§�¨
5 ��«<0^SA�s�q�[«�ªPG�ª � 7�G[6�§�¨ � C�« 3 § �:5 ¨�GfzDWy«�040 ¨fC�«�0:0^S ¨�ª � 9 �43 Grª � G>C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 « 5 G[68WZG[0 «=GaCm« 5�5 « g
X � ¨ 3 «LCy«�0�y#0bG[7�« 3 §�¨�� ©
« 3 � C�« 3 § � y 5 G © � 0 «�� 5 ��«LU � « ªPG;6�§�Gr§�¨ �43 §�ª�¨qC�¨r§�§�¨d. $ G 3d3 ¨�G � «�ª]7HGr§�¨
�43 ¨%0 §�ª�« 5 �y«�2Z« ª�§PWyª�©ZG[X � ¨ 3 � z�WZG[0 � §�ª]G[6]04G[X � ¨ 3 � �
ª�¨ §�GaX � ¨ 3 � ¨}C � 0bG�§�G[X � ¨ 3 � G[9 « 3 § � 68W W 3 z�WZG[0�g
6 � G[6 � �:3 6 � «�7�«�C � 2#W 3 § ��3 ¨ 3 �43 + W�« 3 X(G 3 ¨=0bG>j ¨�ª]7HGvy 3 G[0 «_C�«�040�SAG[0 ©Z« ª�¨ 5 ¨[6�§�ª8W � §�¨ 5 ¨ 3 0^SA�s�q�Y.
$ G 3#3 ¨#«�U � Cy« 3 X � Gr§�¨ �43 y 3 « � 0qj,G�§�§�¨ 5 �y«�0�SAG 3 CZG[7�« 3 §�¨ C�«�0:0 « j�W 3 X � ¨ 3 �

F (l)
C�«�040 « C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ag

3 � ª�«�G[0 � «�ª]G 3 ¨ §�«�U�¨[047�« 3 §�«_C � U «�ª]6�¨�CZGRz�W�«�040 ¨�¨%6]6�«�ª�U[G�§�¨L2
«�ª 0 « G 3 G[0 ¨[9���«hj�W 3 X � ¨ 3 � ª�«�0bGr§ � U�«
G[9%0 � �:3 6 � «�7 � 2
¨ � 6]6�¨ 3 � G 3 � C ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨d.T/ 3 j,Gr§�§ � �q7]« 3 §�ª�«v0 « j�W 3 X � ¨ 3 � C � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «

F (l)C�«�040^SA�s�q� Cy« � 5 Gr§�G[0 ¨%9�� � ª]G 3 C�¨%7 7�¨%6�§�ªPG(UaG 3 ¨sW 3 G 3 CZG[7�« 3 §�¨rC � § � 2
¨s9`G[W#686 � G 3 ¨ 5 ¨ 3 � 0
7HG[6]6 � 7�¨ 5 « 3 §�ªPGr§�¨ �:3 5 ¨�ª�ª � 682Z¨ 3 C�« 3 X�G|C � 〈l〉 � zDWy«�040 «}C�«�9[0 � �s�D� C�« � 5 Gr§�Ga0 ¨%9�� � ª�«�G[0 � C �

9`G[04G[6]6 � «�«�6 � © � UaG 3 ¨}j ¨�ª87]« 5 ¨%7H2d0 « §PG[7�« 3 §�«�C � � « ª�« 3 § � ª � 6]2
« §�§�¨rGa040 «R2�ª�« 5 «�Cy« 3 § � .}�*« ª<z�W�« g
6�§�SJWd0 § � 7]«�� �43 j,G�§�§ � ��0 «

F (l)
2�ª�«�6�« 3 §�G(UaG 3 ¨sW 3 « 5�5 «�6]6�¨ C � 0bGr§ � 7]¨[0 §�¨ 5 ¨�ª�§ � ¨ 7�¨%0 § � 0:W 3 9�� �

ª � 6]2
« §�§�¨}G[0:0 «
F (l)

C�«�040 «=C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 ��5 G[6]WZGa0 � .Y{>0 � G[W�§�¨�ª � �:3 y 3 « �#G 3#3 ¨ 5 ¨ 3#5 0:W#6�¨ 5 �y« �FG
0 ¨ ª�¨;2ZGrª�«�ª�« �!7�«�C � G 3 §�«R0^SJG[2#2#0 �45 GaX � ¨ 3 «>C � §�Ga0 «R7�« §�¨qCy¨;6 � 2
¨%686�¨ 3 ¨p¨r§�§�« 3 «�ª�«�©#W�¨ 3 «�6�§ � 7]«
z�WZG 3 § � §�Gr§ � U « C�«�0#9�ªPGaC�¨vC �q5 ¨ 3#3 «�6]6 � ¨ 3 « j ªPG � 2#W 3 § � C � W 3 G_C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «�« 5 ��« 0 « 6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«
ª � 0 «VU[G�§�«v9�ª�¨%6]6�¨H7�¨DC�¨ 5 ¨�ª�ª � 6]2
¨ 3 C�«VU[G 3 ¨�Gfz�W�«�040 « � C�« 3 § � y 5 G © � 0 � U � 6]WZG[0:7]« 3 §�«[.

� �	� ª�« 5 « 3 §�«�7�« 3 §�« � �ZG(UD6PG ªN«sK �:3 9 ~t¬®­%�%�%���ZG 3#3 ¨4§�« 3 §�Gr§�¨	C � C � 7�¨%6�§�ªPG ª�« 5 �y« � yqg
0bGa7]« 3 § � ª � 0 «�UaG © � 0 � 7]«�C � G 3 §�«H0�SJWd6�¨rCy«�040�S �r�q� «�ª]G 3 ¨mª�«(Ga0 � « 3 ¨ 3 C�¨�UDWy§ � G[C	Ga040 �:3 «(Ga7]« 3 § �
5 Ga6]WZG[0 � .�K�G=2�ª�¨ 5 «�C#W�ªPG=6�«�9[W � §PG=2
«�ª 5 ¨ 3 C#Wyª�ª�«vG�§�« ª]7 �43 «�0bG<0 ¨�ª�¨ �:3 CZG[9 �43 «h2#W���«�6]6�«�ª�«3©�ª�« g
U�«�7]« 3 §�«�ª � G[6]68W 3 §�G �:3 z�W�«�6�§�¨�7]¨DC�¨#. $ G 3d3 ¨ 5 ¨ 3 6 � Cy«�ªPG�§�¨}W 3 U ¨%04W#7�« 5 W�© �:5 ¨}G[0:0^S �43 §�« ª 3 ¨
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C�«�0�z�WZGa0 «<6�¨ 3 ¨HC � 6�§�ª � ©#W � § �
n
2#W 3 § � . $_G 3#3 ¨�G[2#2#0 �45 Gr§�¨f6]Wh§�G[0 « �43 6 � «�7�«>C � ¨%9%9�«w§�§ � 0^SA�s�q�

« �ZW 3 GLU�¨%0 §�GL6�«�2ZG ª]Gr§�¨�«Y2Z¨r§�Gr§�¨�0�SAGa0 ©
«�ª�¨�� �ZG 3#3 ¨ 5 G[0 5 ¨%04Gr§�¨R0bGL04W 3 9���«�X�X(GfC�« � 6 �:3 9�¨%0 � ªPGa7 �

«�zDWy«�0404G 5 G ª]Gr§�§�«�ª � 6�§ �45 GvC � §]Wy§�§�«h0 «h6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« �:3 C � U � C#WZGr§�«[.�/ 3 6�«�9%W � §�¨ �ZG 3#3 ¨<6 5 ¨%7�2Z¨%6�§�¨ � 0
0 ¨ ª�¨ 5 W�©
¨ �:3 §PG 3 § �F5 W�©
« §�§ � � 0 5 W � 682 � 9 ¨%0 ¨�«�ª]GH2 ��� 2 �:5�5 ¨%0 ¨�C�«�0:0bG�04W 3 9���«�X�X(G 5 G ª]Gr§�§�«�ª � 6�§ �45 G
2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�«>C�«Vy 3 � §PGd. $_G 3#3 ¨L687]¨ 3 §PGr§�¨�«�ª � 7�¨ 3 §�Gr§�¨RG 5 G[6�¨ ��5 W�©Z«w§�§ �w5 ¨[6! 5 ¨%6�§�ª]W � § �
« �ZG 3#3 ¨ G 3 Ga0 � X�X(Gr§�¨}0 «f6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«�G�z�W�«�6�§�¨ 2#W 3 §�¨m¨%6]6�«�ª8UaG © � 0 � . "YW#G[0 ¨�ª]G��>ª�« � §�«�ªPG 3 C�¨ 3 WDg
7�«�ª�¨[6�«RU ¨%0 §�«R0bGH2�ª�¨ 5 «�C#W�ªPG;6�¨%2�ª]G;C�«�6 5 ª � §�§PG�� 3 ¨ 3 U�« 3 � 6]6�«�ª�¨�2 �	� ¨%686�« ª8UaGr§�«�6�§�ª8Wy§�§]W�ª�« 5 ¨ 3
04W 3 9���«�X�X(G 5 G ªPG�§�§�« ª � 6�§ �:5 GR6 � 7 � 0 «_GLz�W�«�0404G �43 � X � G[047�« 3 §�«
ª �45 G(UaGr§PG��d6 � 2#W���G � «�ª87�Grª�« 5 �y«Y9%0 �
G[0:0 �43 «(G[7�« 3 § � ¨%686�«�ª�UaGr§ ��3 ¨ 3 6�¨ 3 ¨ 5 G[68WZG[0 � 7�G�§�ªPG 5�5 � G 3 ¨f6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«#ª�«(G[0 � .

/10 5 Gr§�Ga0 ¨%9�¨hC � ¨%9[9�« §�§ � 6]W#0Dz�WZG[0 « �ZG 3#3 ¨ 5 ¨ 3 C�¨r§�§�¨_0bGh0 ¨�ª�¨
ª �45 «�ª 5 G1« ªPG�W 3 6�¨ §�§�¨ 5 G[7H2 � ¨ 3 «
C�«�0 5 Gr§PG[0 ¨[9�¨�\Bj�� � 5 ¨ 3 §�« 3 §�«>6�¨%0 ¨L9[0 � ¨%9%9�«w§�§ � 0 « 5 W �!5 ¨�¨ ª]C �:3 Gr§�« G[6�§�ª�¨ 3 ¨%7 �:5 ��« 6�¨qCdC � 6�j,G 5 « g
UaG 3 ¨<G[0:0 « 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 �

bII > 40◦
«
δ > 0

� ¨�U�«
bII
«
δ
6�¨ 3 ¨#ª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�« 0bGvC�« 5 0 �:3 G[X � ¨ 3 «

9`G[04Gr§�§ �45 G2«�C�«�z�WZGr§�¨�ª � G[0 «a.�� 0:0^S �43 §�« ª 3 ¨YC � z�W�«�6�§PG�ª�«�9 � ¨ 3 « 5 «�ª 5 G ª�¨ 3 ¨<C � �43 6 5 ª � U�« ª�«hW 3H5 W�©
¨
CZG[0:0 « C � 7�« 3 6 � ¨ 3 � 2 �	� 9 ªPG 3 C � 2
¨%6]6 � © � 0 � .�/10DU�¨%0:W#7�« 5 ¨[6! �Cy«�0 � 7 � §�Gr§�¨ 5 ¨ 3 §�« 3 «�UaG<@�¬(N 9`G[0bGa6]6 � «[.
$ G 3#3 ¨<G 3 G[0 � X�X(Gr§�¨2§�G[0 « 5 G[7�2 � ¨ 3 « C � 9`Ga0bG[686 � « 7]«�C � G 3 §�« 0bG j�W 3 X � ¨ 3 « C �Z5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 « G>CdW�«
2#W 3 § � � §�ª�¨�UaG 3 Cy¨ 5 ��«2«�6]6PG)« ªPG�©Z« 3 G[2#2�ª�¨%6]6 � 7HGr§�G>CZGRW 3 GR0 «�9%9�«�C � 2
¨ §�« 3 X�G 5 ¨ 3 2Z« 3 C�« 3 X(G
γ = −1.8

.h� zDWy«�6�§�¨;2#W 3 §�¨ �ZG 3#3 ¨Nª�«�G[0 � X�X(G�§�¨fW 3 G�6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 «YC � @�¬�N�2#W 3 § � C � 6�§�ª � ©dW � § �
�43 7�¨DC�¨vCZGvj ¨�ª87�G ª�« 6�§�ª]W�§�§PWyª�« 04W 3 9���« « yZ0 � j ¨�ª87 � ��2Z« ªT0bG z�WZG[0 « 0bG 5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «Bj ª]G � 2#W 3 § �
j ¨%686�«�0bG;7�«�C�«�6 � 7HGp¨%6]6�«�ª�U[G�§�G�2Z« ª � 0 5 Ga7H2 � ¨ 3 «�ª�«(G[0 « �>«�¨ 5�5 W#2ZG 3 §�«fW 3 � C�« 3 § �45 ¨}U ¨%04W#7�«[.
� 3 GRU�¨%0 §�G�«�6�«�9[W � §�«v0 «1¨%2Z« ªPG[X � ¨ 3 � C � 
 ��� 
	� 
	� « � ��
 � � ����� 
	� 6]W#0:0^SA�s�q� C�«�0:0bG<C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
C � 2dW 3 § � 5 ¨[6! �ª�«(G[0 � X�X�Gr§�G�� �ZG 3#3 ¨ 7 � 68W�ªPG�§�¨ 0bG 04W 3 9 ��«�X�X(G 5 ¨%7�2#0 «�6]6 � UaG «}0bGsC � 6�§PG 3 X�GsCZG
W 3 «�6�§�ª�«�7�¨}G[0:0^SJG[0 §�ª�¨fC ��5 � G[6 5 W 3 ¨;C�« � yZ04G[7�« 3 § � §�ª�¨�U[G�§ � . ��¨[2Z¨;C ��5 ��« �ZG 3#3 ¨�6 5 ¨[7H2
¨%6�§�¨
� 0BU�¨%0:W#7]« 5 W�© �45 ¨ �:3 §�G 3 § � U ¨%04Wd7]«w§�§ � � 2 �	� 2 �45�5 ¨%0 � C�«�040bGs0:W 3 9��y«�X�X�G 5 G ªPG�§�§�« ª � 6�§ �:5 G C�«�040 «
6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«r2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�« �43 C � U � C#WZG�§�« �B2Z« ªH2
¨ � ª �45 ¨[7H2
¨�ª]0 ¨ « 68WtC � «�686�¨¤ª � 2
« §�«�ª�«�04G
2�ª�¨ 5 «�C#W�ª]G C � � C�« 3 § � y 5 G[X � ¨ 3 «�C�« � y#0bG[7�« 3 § � .�\�¨[7]«p«�6]6 � 2yª�«�68W#7�«�UaG 3 ¨�� 0^S ¨%2
«�ª]G[X � ¨ 3 «;C �

2
«�ª]7RWy§�G[X � ¨ 3 « C�« �w5 Wy©Z«w§�§ � G(U�«�UaG 5 ¨%7H2d0 « §PG[7�« 3 §�«�C � 6�§�ª8Wy§�§�¨�§PWy§�§ � � yZ04G[7�« 3 § � 2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«Vg
7�« 3 §�« �:3 C � U � C#WZGr§ � « 0^S ¨�ª]C �:3 « C � 9�ªPG 3 C�«�X�X(GvC�«�0404G 04W 3 9���«�X�X(G 5 G ªPGr§�§�« ª � 6�§ �:5 G C�«�040 « 6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«
¨�ª]G]ª � 0 «VU[Gr© � 0 � «�ª]G�7 �43 ¨�ª�«>C � z�W�«�0404G �43 � X � G[047�« 3 §�«v7 � 6]W�ª]Gr§�Gq.hK�G(U ¨�ªPG 3 C�¨;6]WrW 3 7HG[9%9 � ¨�ª�«
3 W#7�«�ª�¨)C � 2#W 3 § � 2�ª�«VU�«�Cy«�UaG 3 ¨ 5 ��« � 0h2�ª�¨ 5 «�6]6�¨	C � ª � 7�«�6 5 ¨%04G[7�« 3 §�¨|C�«�6 5 ª � §�§�¨)2
¨�ª�§PG[6]6�«
G[C W 3 G 5 ¨%7�2#0 «w§�G|C � 6�§�ª]WdX � ¨ 3 «sC � §PWy§�§�«s0 «r6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«syZ0 � j ¨�ª]7 � ¨%686�«�ª�UaGr§�« 3 «�0 5 G[7H2 � ¨ 3 «
3 ¨ 3 ª � 7�G 3 «�9%9 � Gr§�¨#.+$_G 3#3 ¨ 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §PGr§�¨ � 2�ª�« 5 «�C�« 3 § � ª � 6]Wd0 §�G�§ ��5 ¨ 3 zDWy«�040 � ¨ §�§�« 3 Wy§ � G 3 G g
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0 � X�X�G 3 C�¨ � 0�6�¨ §�§�¨ 5 G[7H2 � ¨ 3 «YCy«�0 5 Gr§PG[0 ¨%9 ¨�\Bj�� �+2�ª�« 5 «�Cy« 3 §�«�7]« 3 §�«�C�«�y 3 � §�¨��+7]«�C � G 3 §�«#§PG[0 «
2�ª�¨ 5 «�C#W�ª]Gd. $ G 3d3 ¨m¨[6]6�« ª8UaGr§�¨ 5 ��«���Cy¨%2Z¨ � 0 2�ª�¨ 5 «�6]6�¨ C � ª � 7�«�6 5 ¨%04G[7]« 3 §�¨;C�« � U�¨%0:W#7]«w§�§ � �
0 «�6�§�ª]W�§�§PWyª�« �:3 C � U � C#WZGr§�«�G�U «�UaG 3 ¨4«�6�§�« 3 6 � ¨ 3 � � 5 ¨%7�«m¨�ª8C �43 « C � 9�ª]G 3 C�«�X�X�G�� 3 «w§�§�Ga7]« 3 §�«
�43 j «�ª � ¨�ª � G;z�W�«�0:0 «LCy« � yZ04G[7�« 3 § � �43#5 ¨ 3 §�ªPG�§ ��3 «�0404G�C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «)¨�ª � 9 �:3 G[0 «a. � 3 §PG[0 «)ª � 68W#0�g
§�G�§�¨�2ZG ª�« 5 ¨ 3 j « ª]7HG ª�«��#6�« 5 ¨ 3 C�¨H0 «v0 ¨ ª�¨fG[682Z«w§�§�G�§ � U « � 5 �y« � yZ0bG[7�« 3 § � ¨%686�«�ª�UaGr§ � G[0:0^S �43 §�« ª 3 ¨
C�«�0 0 ¨�ª�¨ 5 G[7�2 � ¨ 3 «;C � 9`G[0bGa6]6 � «N«�ª]G 3 ¨e« � « §�§ � U[Ga7]« 3 §�«}6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«hª�«(G[0 � . $ G 3d3 ¨ 5 ¨ 3#5 04W#6�¨
z�W �43 C � � �43 G 5�5 ¨�ª8C�¨ 5 ¨ 3 zDW#G 3 §�¨f9 � QRG � « ª]7HGr§�¨=CZG � G ª�ª�¨ 
G« §�G[0�.h~�¬ ­%�`?%� � 5 ��«Y0�S �r�q� 
YW 3
G[0:9�¨�ª � §P7�¨ �:3 9 ªPG[C�¨fC � �43 C � U � C#WZGrª�« 5 ¨ 3 W 3 ©#Wy¨ 3 9 ªPG[C�¨fC � G �HC#G © � 0 � §PQ�§�Ga0 � 6�§�ª]W�§�§PWyª�«[.

/ 3 W 3 G 3#5 ¨�ªR2 �	� ª�« 5 « 3 §�«�0bG(U�¨ ª�¨s�T0 � ¨ 3 � 6 � � G[04CZGrª 3 �:3 � « M �43 9 ~�¬®­ ­`@%�
� 3 «�0:0^S �43 §�« 3 §�¨sC �
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C#W�« C � 7�« 3 6 � ¨ 3 � Ga2#2#0 �:5 G 3 C�¨ � 0q7�« §�¨qCy¨ C�«�040bG & 6 � §�« 2
«�ª 5 ¨%0bG�§ � ¨ 3 ( .F/�2ZG ª]G[7�« §�ª � 6]W 5 W � �ZG 3d3 ¨
6�¨ � « ª]7HGr§�¨<0bGY0 ¨ ª�¨ �43 C#G[9 �43 «�« ªPG 3 ¨=04G<C�« 3 6 � §�Q>C � 6�¨%9[0 � G

%c

� �43�5 ¨ ª�ª � 6]2
¨ 3 C�« 3 X(G<C�«�0:0bGYz�WZG[0 «
0 « 5 «�040 « §�§�«=2 � « 3 «<j ¨�ª87�G 3 ¨ � 0 5 0:W#6�§�«�ª �:3 y 3 � §�¨ � 0�SAG ª�«(G�§�¨ §PG[0 «#¨ 5�5 W#2ZGr§PG�CZG[0 5 0:W#6�§�«�ª �43 y 3 � §�¨
ac

� CZG�§�G CZG[0:0bG ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
ac = (acx + acy)/2

��¨�U «
acx

«
acy

6�¨ 3 ¨ � 0 3 Wd7]« ª�¨e§�¨ §PG[0 «}C �

5 «�040 « §�§�« 5 ¨ 3 C�« 3 6 � §�QR68W#2
«�ª � ¨�ª�« GRz�W�«�0:0bG<C � 6�¨%9%0 � G>04W 3 9 ¨=9%0 � G[6]6 �w5 Grª�§�«�6 � G 3 �
x
�
y � 04G<7HG[686PG



� � 	 � � � ��� � � � � ?%?

§�¨r§�G[0 « 5 ¨ 3 §�« 3 Wy§PG 3 «�0:0 « 5 «�040 «w§�§�« 5 ¨%6�§ � §PWy« 3 § � � 0 5 0:W#6�§�«�ª �:3 y 3 � §�¨
Mc = (Mcx + Mcy)/2

¨�U�«
Mcx

«�C
Mcy

6�¨ 3 ¨�04G�7HG[6]6]G 5 ¨ 3 §�« 3 W�§�G 3 «�040 «<9 � Q 5 � §PGr§�« 5 «�040 « §�§�«
acx

«
acy

. / C�« §�§ � G[Wy§�¨�ª �
�ZG 3d3 ¨ 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §PGr§�¨H6 � 7LW#0bGaX � ¨ 3 � C � 7]¨DC�«�040 ��5 ¨ 3 6]2
« §�§�ª � �43 � X � G[0 � C�«�0:0 «>2Z« ª�§]W�ª�©ZGaX � ¨ 3 � CZGr§ �
CZG�0 «�9%9 � C � 2Z¨ §�« 3 X�G�Cy«�0&§ � 2Z¨

P0(k) = kn

«
P0(k) =

{

kn,
2
«�ª

1 ≤ k ≤ kc

0,
2Z« ª

k ≥ kc5 ¨ 3 �43 C �:5 � 6]2
« §�§�ªPGa0 � 2#G ª � G
n ) @ �`�2« g�@��rª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�«�� 5 ¨ 3 C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � 9`GaW#6]6 � G 3 «a. /

UaG[0 ¨ ª � G[686]W 3 § � CZG[0�2ZGrªPG[7�« §�ª�¨�C ��5 Wy§�¨ �
kc

6�¨ 3 ¨
kc
) N��aI`@�« @%? ¯��r¨�U�« k = 1

5 ¨�ª�ª � 682Z¨ 3 C�«BG[0
0bG�§�¨RCy«�040�SAGrª�«(G>z�WZG[C�ª]Gr§�G 5 G[7�2 � ¨ 3 «1«

k = 256

v04G<j ª�«�z�W�« 3 X�GLC � e�iDz�W � 6�§ C�«�0:0 «�6 � 7LW#0bGaX � ¨ g

3 � .TK>« 5 ¨ 3#5 04W#6 � ¨ 3 ��5 ��« �1¨%7 �:3 � ��«>� �ZG 3 CZGrª �43 �#G 3#3 ¨)§�ªPGr§�§�¨ �:3 ©ZG[6�«>G � ª � 6]Wd0 §�G�§ � ¨ §�§�« 3 Wy§ �
6 � ª � Ga6]6]Wd7]¨ 3 ¨ 3 «�0:0 «=6�«�9[W�« 3 § �T5 ¨ 3 6 � C�« ªPG[X � ¨ 3 � .v/ 3#3 G 3 X � §PWy§�§�¨}0bGH2Z« ª 5 ¨[0bG[X � ¨ 3 «��!Gr§�§�ª]G�U «�ª86�¨
� 2#G ªPG[7�« §�ª � z�WZG[0 � §�Gr§ � U �Z5 ¨ 3 6 � C�«�ª]Gr§ � �d6�«�7)©�ª]G�UaG �:3 9�ªPGaC�¨LC � 9 � W#6�§ � y 5 G ª�« 04GR2�ª�«�6�« 3 X(G�C�«�040 «
6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«�yZ0 � j ¨�ª]7 � ��2�ª�« 5 «�Cy« 3 §�«�7]« 3 §�« �:3 C � U � C#WZGr§�«RU � 6 � UaG[7]« 3 §�«[. $_G 3#3 ¨ 5 ¨ 3 6�§PGr§�G�§�¨ 5 ��«
� 7]¨DC�«�0:0 � 2
«�ª 5 ¨%04G�UaG 3 ¨�2 ��� j,G 5 � 047�« 3 §�«>z�WZG 3 C�¨}0bG�7�Gr§�«�ª � G�� � 0 5 W ��5 ¨%7H2
¨�ª�§�G[7�« 3 §�¨�U � « 3 «
C�«�6 5 ª � §�§�¨�Gr§�§�ªPG(U�« ª]6�¨ � 0 5 Ga7H2
¨}C � C�« 3 6 � §�Q

%
� 5 ¨ 3 C�« 3 6PG(UaG�0:W 3 9�¨;y#0bG[7�« 3 § � .=/ 3 ¨%0 §�ª�« �ZG 3 g

3 ¨ «VU � C�« 3 X � Gr§�¨ 5 ��«;6�« � 0 6�¨%2yªPG 5 � §�G�§�¨ 5 G[7�2Z¨ C � Cy« 3 6 � §�Q�U � « 3 « 5 ¨ 3 U ¨%04Wy§�¨ 5 ¨ 3 W 3 yZ0 §�ª�¨
9`G[Wd6]6 � G 3 ¨���04G;C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 « 5 G[7�2 � ¨ 3 «L2
«�ª 5 ¨%04G;2 �	� ¨�7�« 3 ¨}j,G 5 � 047�« 3 §�«�G;6�« 5 ¨ 3 C#G C�«�040bG
j ¨�ª87�G;C�«�040 «�6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«�«VU�¨%0:Wy§�«�6 � G[0T0 ¨ ª�¨ �43 §�«�ª 3 ¨#.H��«f2Z« ª�«�6�«�7H2 � ¨�6�§ � G[7�¨ 5 ¨ 3 6 � C�« ªPG 3 C�¨
W 3 GvC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 « �43L5 W � � 2#W 3 § � 6 � G[CdC�« 3 6]G 3 ¨ �:3 9�ª]Wd2#2 � � 6�¨%04Gr§ � �a7HG � C�« §�§ � 9�ª]W#2d2 � �`G_0 ¨�ª�¨
U�¨[0 §�G�� ª � 6]W#0 §�G 3 ¨�«�686�« ª�«hG[0:0 �43 «(Gr§ � 04W 3 9 ¨_yZ04G[7]« 3 § � � � 0D6 � 6�§�«�7HG_2
«�ª 5 ¨%0bG_7]¨%0 §�¨�2 �	� j,G 5 � 047�« 3 §�«
z�WZG 3 Cy¨H04GL04W 3 9 ��«�X�X(GfC � yZ0 §�ªPG[9[9 � ¨ 
>9�ª]G 3 C�«3ª � 682Z«w§�§�¨�G�z�WZG 3 Cy¨�U � « 3 «>6 5 «�0 §PG�2 �45�5 ¨%0bGq.

\�¨ 3 §�«�7H2
¨�ªPG 3 «(G[7�« 3 §�« �:3 W 3 SAG[0 §�ª]G<2#Wy©�©#0 �:5 G[X � ¨ 3 « �>0�iD2 �43 «v� �ZG 3 CZGrª �43 ~�¬ ­�­`@%� �ZG 3d3 ¨
6�§]W#C � Gr§�¨p0^SJG[2#2d0 �45 G[X � ¨ 3 «HC�«�0h7�« §�¨DC�¨pC�«�040bGs2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «�G C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � 7HG[6]6]G «�C �

9`G[04G[6]6 � « �:3 6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 � ehg ©Z¨DCdi C � 7]¨DC�«�0:0 � §�ª � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 G[0 � C � W 3 � U «�ª]6 � C�¨%7 �43 Gr§ � CZGa9%0 �
6 5 « 3 Grª � \��v� « \ $ �v� « 5 ¨ 3 6]2
« §�§�ª�¨ �43 � X � Ga0 «}C�«�040 «�2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 � C�«�6 5 ª � §�§�¨�CZG)W 3 G
0 «�9%9�«<C � 2
¨ §�« 3 X�G 5 ¨ 3 2Z« 3 C�« 3 X(G

n = −1
�:3 W 3 � U�« ª]6 � C � � �43 6�§�« �:3 C�« g�� � §�§�« ª �

Ω = 1
. �*«�ª

§PW�§�§ � � 7]¨DC�«�0:0 � 6�¨%2yªPG 5 � §�Gr§ � 6�¨ 3 ¨�6�§�Gr§ � 6�§]W#C � G�§ � � UaG[0 ¨�ª � C � 6�¨[9%0 � G�C�«�0:0bG;2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «LC �

C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 « 5 ¨ 3 § �43 W�«�« C � 6 5 ª�«w§�« C � 7HG[6]6]Gv6]WfW 3 Gv9�ª � 9%0 � G §�ª � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 G[0 « C � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 �

2563 .)e�«�0 6�¨%2�ªPG 5 � §PGr§�¨pG ª�§ �:5 ¨%0 ¨r0 «�zDW#G 3 § � §PQ G[C�¨ §�§�Gr§�«;2
«�ª�6�§]W#C � G ª�« � 0 j « 3 ¨%7�« 3 ¨pC�«�040bG
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2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 «sC � W 3 6 � 6�§�«�7HG-«�ª]G 3 ¨#x�04G)j ªPG[X � ¨ 3 «sC � U ¨%04W#7�« ¨ 5�5 W#2ZGr§PG C#G[0 5 0:W#6�§�«�ª�2 ���
9�ª]G 3 C�«��

µ∞

�ZCZGr§PG�CZG[0404G�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «

µ∞ = vmax/Nt,

« 0bG 7]«�C � G 2
«�6]Gr§�G�C�«�0:0 «TC � 7]« 3 6 � ¨ 3 � C � §]Wy§�§ � �D5 04W#6�§�« ª�GaC�«�6 5 0:W#6 � ¨ 3 « C � z�W�«�0:0 ¨hC � «�6�§�« 3 6 � ¨ 3 «
7HG[9%9 � ¨�ª�«��

µ2

µ2 =

∑

v v
2 · n(v)

N
2/3
t

∑

v n(v)
.

e1«�040 « 2�ª�« 5 «�C�« 3 § � ª�«�04G[X � ¨ 3 �
Nt = Nx ·Ny ·Nz


 � 0 3 W#7�«�ª�¨)§�¨ §PG[0 « 5 «�040 «w§�§�« C�«�040bG<9�ª � 9%0 � G3«�C
Ni

z�W�«�0:0 ¨�2ZG ª]X � G[0 «=0:W 3 9�¨ � §�ª�«RG[6]6 ��5 ¨�¨ ª]C �:3 Gr§ � «
vmax


 � 0!U ¨%04Wd7]«�¨ 5�5 W#2ZG�§�¨�C#G[0 5 04W#6�§�« ª
�43 y 3 � §�¨#.�� �ZG 3 C#G ª �:3 �ZG>Wy§ � 0 � X�X�Gr§�¨ �:3 ¨%0 §�ª�« 04GYj�W 3 X � ¨ 3 «hC � 7�¨%0 §�«�2#0 �45 � §�Q

n(v)
C�«Vy 3 � §�G 5 ¨%7�«

� 0 3 W#7�«�ª�¨YC �#5 0:W#6�§�«�ª C � C � 7�« 3 6 � ¨ 3 «
v
� 5 ��« 
 W 3 G j�W 3 X � ¨ 3 « C � 2
« 3 Cy« 3 §�«hCZG[00&1yZ0:0 �:3 9�j,G 5 §�¨ ª ( �

5 ��« 
>0bGRj ªPGaX � ¨ 3 «YC �!5 «�040 « §�§�«Y2 � « 3 «#ª � 6]2
« §�§�¨�G[0!0 ¨�ª�¨ 3 W#7�«�ª�¨�§�¨ §�G[0 «[.
/�ª � 6]Wd0 §�G�§ � 2�ª�«�0 � 7 �43 G ª � Cy«�0404Gs0 ¨�ª�¨ �43 CZGa9 �43 « 5 ¨ 3 j « ª]7HG(U[G 3 ¨ 04G ©Z¨ 3 §PQpCy«�0404G 6 5 «�0 §PG|C �

µ∞

«=C �
µ2
z�WZG[0 � «�6�§ � 7HGr§�¨ ª � C�«�040bGf6�¨[9%0 � G�C � 2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 «>C � W 3 GHC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «�ª � 682Z«w§�§�¨

GpzDWy«�040 � �43 � X � G[047�« 3 §�« 5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§ � � 5 � ¨ 
�0bGsj ¨�ª87�G[X � ¨ 3 «}C � W 3 5 04W#6�§�«�ª 5 ¨[2�ª�« 3 §�«r0�S �:3 §�«�ª]G
«�6�§�« 3 6 � ¨ 3 «|C�«�0:0bG�9�ª � 9%0 � Ge«�C � 0vC � G[7�« §�ª�¨	C � z�W�«�6�§(SOW#0 § � 7�¨#. /�C#W�«|2ZG ª]G[7]«w§�ª �

µ∞

«
µ2

G[2#2#G ª � ª�«�©y©Z« ª�¨ «�686�« ª�«�7]« 3 ¨ 6�« 3 6 � © � 0 � G[C « � «w§�§ � G[0 ©
¨�ª]C�¨ Cy«�0 U ¨%04W#7�« 5 G[7H2 � ¨ 3 «��Tz�WZG[0 �
+ Wy§�§PWZGaX � ¨ 3 � 6�§�G�§ � 6�§ �:5 ��«m¨ �43d5 ¨%7�2#0 «w§�«�X�X(GpC�« �_5 Gr§�G[0 ¨%9�� � G 3 G[0 � X�X�Gr§ � . K>«�6�§ � 7]«fª �45 G(UaGr§�«
C�« � UaG[0 ¨ ª ��5 ª � § �:5 � C�«�0�yZ040 �43 9fj,G 5 §�¨�ª G[040�S � 6�§�G 3 §�«=Cy«�0404GH2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «�« ªPG 3 ¨Nª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�«
pc = 0.023 ± 0.005

2
«�ª � 0�7]¨DC�«�040 ¨H\ $ �Y� �
pc = 0.044 ± 0.005

2Z« ª � 0F7�¨qCy«�040 ¨H\��Y�\«
pc = 0.073 ± 0.005

2Z« ª � 0�7�¨DC�«�0:0 ¨ 5 ¨ 3 6]2
« §�§�ª�¨ �:3 � X � G[0 «=Cy«�040 «L2
«�ª�§]W�ª�©#G[X � ¨ 3 ��5 ¨ 3 �43 C �45 «
n = −1

.���G[0 � U[Ga0 ¨�ª � ª � 68W#0 §PG 3 ¨�«�6]6�«�ª�« �43 j « ª � ¨ ª � G[0�UaG[0 ¨�ª�«BC � 6�¨%9%0 � G�C � 2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «$ª �45 G(U[G�§�¨
2
«�ª 6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 �w5 ¨ 3 682Z«w§�§�ª�¨;C�«�040 «=2
«�ª�§PW�ª�©ZG[X � ¨ 3 � �43 � X � G[0 « C � § � 2
¨�9`GaW#6]6 � G 3 ¨�� 5 �y« 


pc =

0.16
.�\ � ��6�§�G�G[C �:3 C �45 G ª�« 5 ��« � 7�¨DC�«�0:0 � \��v� ��\ $ �Y� «R682Z«w§�§�ª�¨ 5 ¨ 3 0 «�9%9�«>C � 2
¨ §�« 3 X(G

5 ¨ 3
n = −1

2Z« ª 5 ¨[0bG 3 ¨H2 �	� U�«�0 ¨ 5 «�7�« 3 §�«�Cy« ��5 G[7�2 � 9%G[W#6]6 � G 3 � C ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨d.Y/ 3 ©ZG[6�«LG �
CZGr§ ��5 ¨%6. �¨ §�§�« 3 Wy§ � «�6]6 � �#G 3#3 ¨�ª � §�« 3 W�§�¨�C � 2Z¨r§�«�ªhG � « ª]7HG ª�« 5 ¨ 3 W 3 G 5 «�ª�§�Gf6 �45 W�ª�«�X�X�G 5 ��«��
2
«�ª<zDW#G 3 §�¨ 5 ¨ 3#5 « ª 3 «VUaG 3 ¨s0 «HC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � 5 ¨ 3 § �43 W�«HC � 7�Ga6]6PG���0 «f6�§�Gr§ � 6�§ �45 ��«HG[2#2d0 �45 Gr§�«
G[0:0bGR2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «3«�ª]G 3 ¨ �43 9�ª]G[C�¨fC � ¨%2
«�ª]G ª�«YW 3 G�C � 6�§ �43 X � ¨ 3 « j ªPG � 7�¨qCy«�040 ��5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§ � .

��«�7�2�ª�« 3 «�9[0 � 6�§�«�6]6 � G 3#3 � �T0 � ¨ 3 � 6�«w§}G[0�. ~t¬®­�­`@%� �ZG 3d3 ¨	Wy§ � 0 � X�X(G�§�¨p0bG|2Z« ª 5 ¨[0bG[X � ¨ 3 «
2
«�ª �43 C � U � C#WZGrª�«#«RG 3 G[0 � X�X�G ª�«>0 «<6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«R68Ws9�ªPG 3 C�«<6 5 Ga0bG 3 « ��5 Gr§PG[0 ¨[9�� � C � G[7�7�Ga6]6 � C �

9`G[04G[6]6 � «���©
«�0:0$«H��\ ¦L. K>«�6�§�Gr§ � 6�§ �45 ��«H6]W 5 W � �#G 3#3 ¨ 5 ¨ 3#5 « 3 §�ª]Gr§�¨ 0 «H0 ¨�ª�¨rG 3 G[0 � 6 � «�ªPG 3 ¨
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0bG}j�W 3 X � ¨ 3 «HC � 7�¨%0 §�«�2#0 �45 � §�Q��w0bG�2Z« ª 5 « 3 §PWZG[0 «�C � G[7�7HG[6]6 � 2yª�«�6�« 3 § � G[040�S �:3 §�«�ª 3 ¨�C�« � 6]Wd2Z« g
ªPGa7H7HG[6]6 � « � 0�0 ¨ ª�¨�6 5 � � G 5�5 � G[7�« 3 §�¨���z�WZG 3 § � §�Q �43 §]Wy§�§ � «�§�ª�« ��5 G[6 � 7HG[2#2ZGr§�« �:3 j�W 3 X � ¨ 3 «
C�«�0;ªPGa9%9 � ¨�C � 2Z« ª 5 ¨%0bG[X � ¨ 3 « �

b
. $ G 3d3 ¨;C�«Vy 3 � §�¨;6]Wd2Z« ªPG[7�7�Ga6]6�¨�¨%9 3 � �43 6 � «�7]« 5 ¨%6�§ � §PWy§ � §�¨

CZGHG[047�« 3 ¨ 3 ¨�U «LG[7�7�Ga6]6 � . K � 7 � §�Gr§PG[7]« 3 §�«YG[0:0bGRj ª]G[X � ¨ 3 «>C � ¨%9%9�«w§�§ � 2�ª�«�6�« 3 §�« �43�5 � G[6 5 W 3
6]Wd2Z« ªPG[7�7�Ga6]6�¨�� � 0 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨rCy«�040 «f6�§�G�§ � 6�§ �:5 ��«]ª �45 G�UaGr§�«fCZG � CZGr§ � ¨r§�§�« 3 Wy§ � CZG � 5 Ga7H2 � ¨ 3 �

ª�«�G[0 � «�z�W�«�0:0 � CZGa040 « 6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 �d3 ¨ 3 7]¨%6�§�ª]G�UaG 3 ¨=6 � 9 3 � y 5 G�§ � U «hC�«�U � GaX � ¨ 3 � C�«�0:0^SOW 3 G#ª � 6]2
« §8g
§�¨HG[0:0^SJG[0 §�ª�« �q6 � G�2
«�ª � 6�¨ §�§�¨ 5 G[7�2 � ¨ 3 �w5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§ ��3 «�0 5 Gr§PG[0 ¨[9�¨���©
«�0:0 5 ��«R2
«�ª � 0 5 Gr§�Ga0 ¨%9�¨
��\ ¦L. $_G 3#3 ¨�G 3#3 ¨r§�Gr§�¨ �43 ¨%0 §�ª�« 5 ��«�§PG[0 «>2ZGrªPG[7�« §�ª�¨ �43 C �:5 G(UaG 5 ¨%7�«=7�¨qCy«�040 ¨ 5 ��«L7�«�9%0 � ¨
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�43 ¨%0 §�ª�« �ZG 3#3 ¨<7]¨%6�§�ª]Gr§�¨ 5 ��«
§PWy§�§ � � 7�¨qCy«�040 �q5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§ � 2Z« ª 5 ¨[0bG 3 ¨>7�«�9%0 � ¨vCy«�040 « C � 6�§�ª � ©#Wqg
X � ¨ 3 � 9%G[W#6]6 � G 3 «_C �Z5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨ �43 C �:5 G 3 C�¨ �43 ¨%0 §�ª�« 5 ��«�0bGY0 ¨�ª�¨2§�¨%2
¨%0 ¨%9 � G G[6]68W#7]«VUaG=0bG j ¨ ª]7HG
§ � 2 �45 G_C�«w§�§PGYG & 3 «w§�
�¨�ª � ( . K>« C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � G[2#2ZGrª � UaG 3 ¨vG[686]W#7�«�ª�« 2 �	� 7HG ª 5 Gr§PG[7]« 3 §�«�§PG[0 «
j ¨�ª87�G�7HG 3 7�G 3 ¨ 5 �y«=0�S �:3 C �45 «v6]2
« §�§�ª]G[0 «>C � 7 �:3 W � UaGd.��$«�6]6�«L� �#G 3 CZG ª �43 �ZG 3d3 ¨]ª � 2
¨�ª�§PGr§�¨
G 3#5 �y« � 0 j,Gr§�§�¨ 5 ��« � 5 ¨[7]«;6 � G[682Z«w§�§PG�UaG 3 ¨�� 2Z« ªL0 «]ª�«�9 � ¨ 3 � UDW�¨ §�« � 0 5 ¨%7�2Z¨�ª�§�G[7�« 3 §�¨ «�ª]G
«�6]Gr§�§PG[7�« 3 §�«>0^S ¨%2#2
¨%6�§�¨#.

\�¨ 3#5 04W#C � G[7�¨ 5 � §�G 3 Cy¨�W 3 Grª�§ �:5 ¨%0 ¨;C � � �ZG(Uq6]G ª#«��q2#0 �43 §�« ªf~�¬®­ ­�¯`�
� � 0 5 W � �43 §�« 3 §�¨f«�ª]G
C � U�« ª � y 5 G ª�«=6�«RCZG�§�¨�W 3r5 G[7H2 � ¨ 3 «>C � 2#W 3 § � 0�S �r�q� 5 ¨%6�§�ª]W � §�¨�68WrC � «�6]6�¨Hj ¨�ª 3 � 6 5 «<04G�7�«Vg
C�«�6 � 7HG=6�§ � 7�G>6]W#0:0bG<6�¨%9%0 � G>C � 2Z« ª 5 ¨[0bG[X � ¨ 3 «�ª �:5 G(UaG © � 0 «h2Z« ª�«�6]6�¨ 5 ¨ 3 � 0�7�« §�¨qCy¨RC�«�040^SJG 3 Ga0 � 6 �
C�«�040bG<2Z« ª 5 ¨%0bG[X � ¨ 3 «[. �_0�y 3 «YC � U «�ª � y 5 Grª�«vW 3 G�§�G[0 « G � «�ª87�GaX � ¨ 3 « �#G 3#3 ¨fG ª�§ �:5 ¨%04Gr§�¨<0bG<0 ¨�ª�¨
�43 CZG[9 �:3 « 3 «�0:0 «f6�«�9%W�« 3 § � j,G[6 � .}�@«�ªRC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «f2
¨ � 686�¨ 3 � G 3 G�C �

323 2#W 3 § � �ZG 3#3 ¨ ª �:5 G g
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UaGr§�¨ � 0�UaG[0 ¨�ª�«�C�«�00ª]G[9%9 � ¨}C � 2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 «
lperc

.f/ 3 G[0 §�ª�«�2ZG ª�¨[0 « 3 «�0T7]¨%7�« 3 §�¨ �:3p5 W � 04G
C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «Y2Z« ª 5 ¨%0bG�0bGLC � 6�§PG 3 X�G�7 �43 � 7�G 5 ��« �:3 §�«�ª 5 ¨�ª�ª�«2§�ªPGfC#W�«<2#W 3 § � G[2d2ZG ª�§�« 3 « 3 § � G
C#W�« 5 0:W�ª]6�§�« ª C � 6�§ �43 § � 
_2ZGrª � G

2× lperc

. � z�W�«�6�§�¨=2#W 3 §�¨=6]W#0:0bGY6�§�«�6]6]G=C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 « �ZG 3d3 ¨
5 ¨[6�§�ª8W � §�¨>0^SA�s�q� 5 ��« �:3 6�«�9%W � §�¨ 
�6�§�Gr§�¨>6�«�2#G ªPGr§�¨#«�2
¨ §PGr§�¨>G[Cy¨ §�§PG 3 C�¨ 5 ¨[7]« 0:W 3 9���«�X�X�G<C �

6�«�2ZG ª]G[X � ¨ 3 «
ls = 2× lperc

. $ G 3#3 ¨ 3 ¨ §�Gr§�¨ 5 ��« � 0d2 ��� 9�ª�¨%686�¨<C�« � ª]G[7 �d5 ¨[6! §�ª�¨�U[G�§ � 7�¨%6�§�ªPG g
UaG � 0�7�«�C�«�6 � 7�¨ 5 ¨%7�2Z¨�ª�§�G[7�« 3 §�¨�C�«�040^SJG[7�7�Ga6]6�¨�2
«�ª 5 ¨%0bG 3 §�«�§�ª�¨�U[G�§�¨ �:3 2�ª�« 5 «�C�« 3 X(G�� 5 � ¨�

6 � «�6�§�« 3 C�«VU[G=Gr§�§�ªPG(U�« ª]6�¨�§PW�§�§�¨ � 0qU�¨%0:W#7]«
¨ 5�5 W#2ZGr§�¨=CZGa040bGvC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «a. $_G 3#3 ¨�¨%6]6�«�ª8UaGr§�¨
�43 ¨%0 §�ª�« 5 ��«LG 3#5 ��« � 7H2 � «�9`G 3 C�¨f04W 3 9���«�X�X(G�C � 6�«�2ZGrªPG[X � ¨ 3 «<U � G�U � G�6�«�7�2�ª�«=2 �	� 2 �45�5 ¨%0 «=C �

2× lperc

0 «�6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« � C�« 3 § � y 5 G�§�« 5 ¨ 3 0�S �s�D� «�ª]G 3 ¨�G 3d5 ¨�ª]G=6 � 7 � 0 � z�W�«�040 « �43 C � U � CdWZGr§�« 5 ¨ 3
0bG 2Z« ª 5 ¨[0bG[X � ¨ 3 «a. / 3 yZ9%W�ª]G ~�Id.A@%�=6�¨ 3 ¨ ª � 2Z¨ ª�§�G�§ � �43 G[6 5 � 6]6PG � U[Ga0 ¨�ª � C�«�0404G 04W 3 9���«�X�X(G C �

6�«�2ZG ª]G[X � ¨ 3 «vWy§ � 0 � X�X�Gr§ � � ªPG[2d2Z¨�ª�§�Gr§ � Ga040bG>04W 3 9���«�X�X(G �:3 §�«�ª82ZG ª�§ �45 «�0:0bG ª�«�7�«�C � G
l/n−1/3

�y¨�U�«
l
Y0bG=04W 3 9 ��«�X�X(G�C�«�0w0bGr§�¨LC�«�0!U ¨%04Wd7]« 5 G[7�2 � ¨ 3 «�«

n
0bG=C�« 3 6 � §PQfCy« � 2#W 3 § � ��« �:3 ¨�ª8C �43 G�§�GL0 «

C � 7]« 3 6 � ¨ 3 � C�«�0 5 04W#6�§�«�ª_2Z« ª 5 ¨%0bG 3 §�« 5 Ga0 5 ¨[0bGr§�«<2
«�ª�7�«�X�X ¨;C�«�040bGf2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 «#«RC�«�040^SA�s�q�Y.
�*« ª z�WZG 3 § � y 5 G ª�«_0bG>C ��� «�ª�« 3 X�G�«�6 � 6�§�« 3 §�«_j ªPG>0 «�C#W�« 5 W�ª8U «2ª � 2Z¨ ª�§�G�§�« �43 yZ9%W�ª]G;~�Iq. @%� �ZG 3d3 ¨
2
¨ �!5 Ga0 5 ¨[0bGr§�¨�0 ¨�6 5 G ª�§�¨H7�«�C � ¨ 3 «�0�6�«�9[W�« 3 §�«<7�¨qC�¨

L1 =
1

N

N
∑

i=1

|lperc
i − lMST

i |,

¨�U�«
lperc
i

«
lMST
i

6�¨ 3 ¨fª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�«L0bG�0:W 3 9��y«�X�X�G}C�«�0:0^SJG[7H7HG[686�¨�2
«�ª 5 ¨%04G 3 §�«)«�z�W�«�0404G
C�«�0 2 �	� 9�ª�¨%6]6�¨)G[7�7HG[6]6�¨ � C�« 3 § � y 5 Gr§�¨ 5 ¨ 3 0^SA�s�q� «�C

N

 � 0 3 W#7�«�ª�¨|C � C#Gr§ � ª � 2
¨�ª�§PGr§ �

�43 yZ9%WyªPG�~,Id.A@%�V.;/10TUaG[0 ¨�ª�«�C �
L1

ª �45 G(UaGr§�¨m« ªPG Cy«�040�S ¨ ª]C �:3 «�C �
1.2 × 10−9

.�/vC�« §�§ � G[Wy§�¨�ª �
�ZG 3d3 ¨<U «�ª � y 5 Gr§�¨ �43 ¨[0 §�ª�« 5 ��« � 0y§�«�7�2Z¨>C � \ � � 3 « 5 «�6]6]G ª � ¨=2
«�ª$ª �:5 G(UaG ª�« � CZG�§ � ª � 2Z¨ ª�§�G�§ � �:3
yZ9%WyªPGs~,Id.A@%�
¨r§�§�« 3 Wy§ �F5 ¨ 3 � 0�7�« §�¨qC�¨�C�«�040bGf2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 « 
=C � « 5 � U ¨%0 §�«=68W#2
«�ª � ¨�ª�«=GHz�W�«�040 ¨
3 « 5 «�686PG ª � ¨HG[040�S �r�q� 2
«�ª 5 ¨%7�2#0 «w§�G ª�« � 0!7�«�C�«�6 � 7]¨�04G�U ¨�ª�¨d.

� �ZG(UD6PG ª�«��q2#0 �43 §�« ª �:3 ¨%0 §�ª�« �ZG 3#3 ¨ 3 ¨ §�Gr§�¨ 5 ��«R0bGf7�G[686PG]§�¨ §�Ga0 «#ªPG 5�5 � � Wd6PG;G[0:0^S �43 §�« ª 3 ¨
C�«�040bG 6�§�ª8Wy§�§]W�ªPG	2
«�ª 5 ¨%04G 3 §�«s6�«�7)©�ª]G-«�6]6�«�ª�«|W 3 2#G ªPG[7�« §�ª�¨�2 �	� ª�¨ ©#W#6�§�¨ C�«�0:0^S «�6�§�« 3 6 � ¨ 3 «
0 �:3 «(Grª�«sC�«�0404G�6�§�«�6]6]G z�WZG[0 « �43 C �:5 Gr§�¨�ª�«rC�«�0:0^S � 6�§PG 3 §�«sCwS �:3 � X � ¨	C�«�040bG�2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «a. �J§�G[0
2�ª�¨%2Z¨[6 � §�¨�
 �43 §�«�ª�«�6]6]G 3 §�«Nª �45 ¨ ª]CZG ª�« � 0T7]«w§�¨DC�¨�2�ª�¨%2
¨%6�§�¨rC#G � � 6�« 3 6�§�« �:3 �TK>¨�«�©4«���W�ª 3 « ª
~�¬ ­�­�¯`� 2
«�ªh6�§ � 7HG ª�«Y04GL7�Ga6]6PGfC �:3 G[7 �45 G=C�«�0:0 «Y6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«=68Wr9�ª]G 3 C�«>6 5 G[04G �:3 C � U � C#WZGr§�« 3 « �
5 G�§�G[0 ¨%9�� � C � ª�«�C#6 � � j §�.�KTS �:3 §�«�ª�¨}7]«w§�¨DC�¨}6 � ©#G[6PG}6]Wd040bG 5 ¨ 3 6 � C�« ªPG[X � ¨ 3 « 5 ��«f0bG�7HG[6]6]G}2Z« ª
W 3 � §�Q�C � 0:W 3 9��y«�X�X�G;C � W 3 yZ04G[7]« 3 §�¨ � 6�¨ §�«�ª87]¨�C � 2
« 3 C�«L6�¨[0 ¨�C#G[0404Gf68WZG;C � 6]2
«�ª]6 � ¨ 3 «RC�«�040bG
U�«�0 ¨ 5 � §�Q�§�ªPG[6�U�« ª]6PGa0 «[.�� C�«w§�§�G_C�«�9%0 � GaWy§�¨�ª � §PG[0 « 7�« §�¨DC�¨1ª � 68W#0 §PG1«�6]6�« ª�« 7�¨%0 §�¨_2yª�¨%7�« §�§�« 3 §�«
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E � 9%W�ªPG Id. @Dx � � 7�« 3 6 � ¨ 3 � C�«�040�SAG[7�7HG[6]6�¨ 2
«�ª 5 ¨%0bG 3 §�« 5 G[0 5 ¨%04Gr§�¨ 5 ¨ 3 � 0 7]«w§�¨DC�¨ C�«�040bG
2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 «f~,z�WZGaC�ªPGr§ �43 � ��« 5 ¨ 3 0^SA�s�q�<~ 5 « ª 5 � � �

CZGr§PGY0bG 3 ¨ §�«�U ¨%0 «h6�¨[7 � 9%0 � G 3 X(G j ªPGY0 « 6�§ � 7]« C�«�0#UaG[0 ¨�ª�« C�«�0404G 7�Ga6]6PGY2
«�ª W 3 � §�QvC � 0:W 3 9��y«�X�X�G
¨ §�§�« 3 Wy§�«}Gr§�§�ªPG(U «�ª]6�¨ 0bG�C � 682Z« ª]6 � ¨ 3 «HC�«�0:0bG�U «�0 ¨ 5 � §�Qh«�z�W�«�040 «]ª �:5 G(UaGr§�«�CZGs6 � 7LW#04G[X � ¨ 3 � e g
©
¨qCdi 3 «�0:0 ¨ 6]2#G[X � ¨1ª�«(G[0 «[.���Wy§�§�G(U � G ª�«�6�§PG_G 3d5 ¨�ª]G�CZG 5 Ga0 � ©yªPG ª�«�«BC#G U «�ª � y 5 G ª�« 0bG ª�¨ ©#W#6�§�«�X�X(G
C � §PG[0 «v7�« §�¨qCy¨ 3 «�040 ¨�6]2ZGaX � ¨fC�« � ª�«�C#6 � � j §(.

�.
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� � 6 � 3 � G 5 ~�¬®­[��¯`� 2�ª�¨%2Z¨[6�«�W 3 G�6�§�G�§ � 6�§ �:5 G �43 9�ªPGaC�¨ C � 7 � 6]W�ª]G ª�« � 0�9�ªPG[Cy¨ C � yZ04G[7�« 3 g
§�Grª � «w§�Q�C � W 3 G�C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «�© � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 G[0 « �43 j�W 3 X � ¨ 3 «RC � W 3 2#G ªPG[7�« §�ª�¨HC � 6 5 G[04G��

R
.

E ªPGR0 « 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 �+5 ��«2§�G[0 «_6�§�Gr§ � 6�§ �45 GRC�¨�U�«VUaGL6�¨DC#C � 6�j,G ª�«�� � 6 � 3 � G 5 G 3#3 ¨�U�« ª�� � 0+j,Gr§�§�¨ 5 ��« �

ª � 6]W#0 §�Gr§ � CZG�«�686PG�¨ §�§�« 3 � © � 0 � j ¨%686�«�ª�¨Lj,G 5 � 047�« 3 §�«�2�ª�«�C �:5 � © � 0 � 2
«�ª 5 G[7�2 � ¨ 3 � C � C#Gr§ ��5 ��«Y6�¨ 3 ¨
6�¨�U�ªPGa2#2Z¨[6 � X � ¨ 3 � C � C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � ¨%9[9�« §�§ � CZG[0:0 «�2�ª�¨%2yª � «w§�QR6�§�Gr§ � 6�§ �45 �y« 3 ¨ §�« 7HG 3 ¨ 3 2Z¨ag
6�§�«<G[0404GR7]«�C�«�6 � 7HGLC � 6�§�G 3 X(G�CZG[0:0^S ¨%6]6�«�ª8UaGr§�¨�ª�«a. � 3 G)§PG[0 «>G[686]W 3 X � ¨ 3 « 
Y7]¨%0 §�¨ � 7H2
¨�ª�§PG 3 §�«
�43 zDW#G 3 §�¨>W 3 7�« §�¨DC�¨v6�¨qCdC � 6�j,G 5 « 3 §�« §�G[0 « 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 « C�¨�U�ª�« ©�©Z« 5 ¨ 3 6�« 3 § � ª�« C �#5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�G ª�«
5 Ga7H2 � ¨ 3 � C � 9`Ga0bG[686 � «=2Z¨[6�§�«fG�UaG ª � «LC � 6�§PG 3 X «�2Z« ª U�« ª � y 5 G ª�«�6�«�0bG�6�§�ª8Wy§�§]W�ªPG �43 C � U � CdWZGr§�G

�z�W�«�0:0bG �:3 §�ª �:3 6�« 5 G;C�«�040bGHC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «�¨ 
 � 0;ª � 68W#0 §PGr§�¨;C � « � « §�§ � C � G[6]6�¨�ª�© � 7]« 3 §�¨p¨�6�« g
0 «�X � ¨ 3 «[.}/10 7�« §�¨qC�¨�2�ª�¨%2Z¨[6�§�¨ CZG � � 6 � 3 � G 5 ��2
«�ª<6�¨[7H7 �T5 G[2 � ��6 � G ª�§ �45 ¨[0bG 3 «�0:0 «f6�«�9%W�« 3 § �
j,G[6 � . �*«�ªR2�ª � 7�G 5 ¨%6]Gr6 �B5 ¨ 3 6 � Cy«�ªPG W 3 ¨%9%9 « §�§�¨ G 5 G[6�¨pGa2#2ZG ª�§�« 3 « 3 §�«}Ga0 5 G[7H2 � ¨ 3 «�«�6�«
3 «�§�ª�¨�UaG 3 ¨ � U �:5 �:3 � � 5 � ¨ 
�9[0 � ¨%9%9�«w§�§ � C � 6�§�G 3 § � CZGa0 2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 ¨sC � W 3 C#Gr§�¨rUaG[0 ¨�ª�«
R
.R�qW#2#2
¨ 3 � G[7]¨ 5 ��« � 0 3 Wd7]« ª�¨�C � U �:5 �43 � 6 � G

N
.<� z�W�«�6�§�¨�2#W 3 §�¨�6 � 2
¨%6]6�¨ 3 ¨�C�«�y 3 � ª�« �
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7�¨%7]« 3 § � � ª � 682Z«w§�§�¨RG[0:0^S ¨%9%9�«w§�§�¨v6 5 «�0 §�¨ �:3 � X � G[0:7]« 3 §�« �[C�«�0:0^S �43 6 � «�7�« C � 2dW 3 § �+5 ¨ 3 §�« 3 Wy§ ��3 «�040bG
68j « ªPGfC � ªPGa9%9 � ¨

R
3 «�0�6�«�9[W�« 3 §�«<7�¨qC�¨

M ij···k =
1

N

N
∑

s=1

xi(s)xj(s) · · ·xk(s),

¨�U�«
xi(s)xj(s) · · ·xk(s)

6�¨ 3 ¨}0 « 5 ¨[7H2
¨ 3 « 3 § � C�« � U�«w§�§�¨�ª � 2Z¨%6 � X � ¨ 3 «a. �T6]6 �T5 ¨ 3 6�« 3 §�¨ 3 ¨�C �

C�«Vy 3 � ª�«>0bGL6�§PGr§ � 6�§ �45 G 5 ¨%7�«

S =
2M ij(M ij −M iM j) −M ii(M jj −M jM j)

(M ii)2
,

~,Id.AIq. ¬��

6]Wd040bGHzDW#G[0 «�� 5 ¨%7�«LW#68WZG[0 « � 
L6�¨ §�§ �43 §�«�6PG}W 3 G;6�¨%7H7HGr§�¨�ª � GH6]W �:3 C �45 � ª � 2
« §]Wy§ � . " � 2
« §�« 3 Cy¨
W 3 G#§�G[0 « ¨%2
«�ªPGaX � ¨ 3 «h2Z« ª$§]Wy§�§ � 9[0 � ¨%9[9�« §�§ � 6 � 2#W�� 5 Ga0 5 ¨[0bG ª�« � 0#UaG[0 ¨ ªT7]«�C � ¨ 〈S〉 C � §�G[0 « 6�§PG g
§ � 6�§ �45 GY68W]§PW�§�§�¨ � 0 5 G[7�2 � ¨ 3 « 5 ��« 5 ¨ 3 6�« 3 §�«_C �+5 ¨%6�§�ª8W � ª�«�04G3ª�«�04G[X � ¨ 3 « C � 6 5 G[04G 〈S〉/〈Sp〉−15 ��«Yj ¨�ª 3 � 6 5 «v0�S « 5�5 «�6]6�¨HC � yZ0bGa7]« 3 §PG ª � « §PQ=C � W 3 �:3 6 � «�7�« C � 2#W 3 § � ª � 682Z«w§�§�¨fGLW 3 GLC � 6�§�ª � ©#Wqg
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Sl
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«�ª�z�WZG 3 § � y 5 G ª�« 04G
2�ª�«�6�« 3 X(G>C � yZ04G[7�« 3 § � ¨Y2ZG 3#5 G � «���ª � 6]2
« §�§ � U[Ga7]« 3 §�« � �:3 W 3 GYC � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «�§�ª � C � 7�« 3 6 � ¨ 3 Ga0 «
C � 2#W 3 § � . $_G 3#3 ¨�C�«�y 3 � §�¨�0 «YC#W�«>C�«w§�§�«>6�§�Gr§ � 6�§ �45 ��« 3 «�0F6�«�9%W�« 3 §�«=7�¨qCy¨#x

Sf = 1
2Tr(M)3

(6Tr(M)(Mij −MiMj)(Mij −MiMj)−
−7Tr(M)(Tr(M) −MiMi)

2−
−18Mij(Mjk −MjMk)(Mik −MiMk)+

+21(Tr(M) −MkMk)Mij(Mij −MiMj))
�

Sl = 1
2Tr(M)3

(−2Tr(M)(Mij −MiMj)(Mij −MiMj)+

+Tr(M)(Tr(M) −MiMi)
2+

+6Mij(Mjk −MjMk)(Mik −MiMk)−
−3(Tr(M) −MkMk)Mij(Mij −MiMj))

�

¨�U�« � 7]¨[7]« 3 § � 2�ª � 7 � «=6�« 5 ¨ 3 C � C�«�040bG�C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 « �
Mi

«�C
Mij

�Z6�¨ 3 ¨HC�«�y 3 � § � 7�«�C � G 3 §�«
0 «3ª�«�04G[X � ¨ 3 �

Mi ≡ 1
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∑

l

xi(l)W (~x(l))

Mij ≡ 1

N

∑

l

xi(l)xj(l)W (~x(l)),

C�¨�U�« 5 ¨ 3
Tr(M)

U � « 3 « �43 C �:5 Gr§PG�04G1§�ª]G 5�5 � G�C�«�0:0bG_7HGr§�ª �45 «
M
�
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∑

l W (~x(l))
«
W (~x(l))
fW 3 G}j�W 3 X � ¨ 3 «�y 3 «�6�§�ªPG 5 « 3 §�ªPGr§PG 6]Wd0T9�« 3 « ª �:5 ¨�2#W 3 §�¨

~x(l)
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3 W#7�«�ª�¨�C � 2#W 3 § �!5 ¨%6�§ � §PW�« 3 § � 04GR6�§�ª]Wy§�§PW�ª]GLC � 2�ª�¨�U[Gq.T/ 3 6�«�9[W � §�¨ �ZG 3#3 ¨�ª � 2
« §]Wy§�¨L04GR6�§�«�686PG
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C�«w§�§�«Lj�W 3 X � ¨ 3 � 2dW��pª � G[6]68W#7]« ª]6 ��3 «�040 «R6�«�9[W�« 3 § � j,G[6 � .R� ��5 ¨ 3 6 � C�«�ª]G�W 3 2ZG ª�§ �45 ¨%0bG ª�«=2dW 3 §�¨
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Iij(R) = Mij(R) −Mi(R)Mj(R),
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i(R) ≡ 1
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∑

k,|r(k)|≤R
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Mij(R) ≡ 1
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∑
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r
(k)
i r
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~,Id.JNd. ¬ ©Z�

¨�U�«s9[0 � �43 C �:5 �
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j
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<C�¨ §�G�§�¨�C � 7HG[9%9 � ¨�ª�«Y2Z¨ §�« 3 X�G
6]W 9 ªPG 3 Cy«L6 5 G[0bG���2Z« ª 5 W � 0bG�2Z« ª 5 ¨%0bG[X � ¨ 3 «=C�«�040 «R6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«)ª � 6]W#0 §�Gfj,G 5 � 0 � §PGr§�Gq.��_0 5 ª�«�6 5 « ª�«
C�«�040bG�6 5 G[0bG�C ��3 ¨ 3 g10 �43 «�G ª � §�Q � 0FyZ040 �43 9fj,G 5 §�¨�ª�C�« 5 ª�«�6 5 «f7�¨ 3 ¨ §�¨ 3 �:5 G[7�« 3 §�«<2
«�ª�« 3 §�ªPGa7)© � �

7�¨qC�«�040 ��5 ¨ 3 6 � C�«�ª]Gr§ � � �43 C �:5 G 3 C�¨�W 3 GaW#7]« 3 §�¨�C�«�0:0bG 5 ¨�«�ª�« 3 X�G C�«�040 «�6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«�G[0:0^S �43 §�« ª 3 ¨
C�«�040 «fª � 6]2
« §�§ � U�«�6 � 7RW#0bG[X � ¨ 3 � . / 3 ©ZG[6�«sG � ª � 6]Wd0 §�G�§ � ¨ §�§�« 3 Wy§ � 2Z« ª]§PW�§�§ � � 7�¨qC�«�040 � 5 ¨ 3 6 � g
C�« ªPGr§ � 6�¨ 3 ¨s9 � W 3 § � G[0:0bG 5 ¨ 3#5 0:W#6 � ¨ 3 « 5 ��« � 0 7�« §�¨qCy¨ C�«�0404G�2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «�6 � G�W 3 6�« 3 6 � © � 0 «
�43 C �45 Gr§�¨�ª�«vC�«�040bG 3 Gr§PW�ª]G�C�«�0 5 ¨%0404G[6]6�¨�9 ªPG(U � §�GaX � ¨ 3 G[0 « 3 « � C ��� «�ª�« 3 § � 6 5 « 3 Grª � 6]W 5 W � 
<6�§�Gr§�¨
G[2#2d0 �45 Gr§�¨d.�KTSJG 3 G[0 � 6 � Cy«�040�S «VU�¨%0:W#X � ¨ 3 «hC�«�040bGYj ¨�ª87�G>C�«�0:0 «h6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« 7�«�C � G 3 §�«�0 «hj�W 3 X � ¨ 3 � C �

6�§�ª]Wy§�§PW�ª]G �ZGR7�¨%6�§�ªPG�§�¨ 5 �y« �43 « 3 §�ª]G[7)©
«v0 «�6 � 7LW#0bGaX � ¨ 3 � �43 � X � G[047�« 3 §�« 9[0 � G[7�7�G[686 � �ZG 3d3 ¨
j ¨�ª87�G 2�ª�«�UaG[0 « 3 §�«�7�« 3 §�« 6�j «�ª �:5 G �43 C � 2
« 3 C�« 3 §�«�7�« 3 §�« CZGa040bG 0 ¨�ª�¨p7HG[6]6]Gd. �_040^SJG[W#7�« 3 §PG ª�«
C�«�040bGY6 5 G[04G>C ��3 ¨ 3 g10 �43 «�G ª � §�Q 2yª � 7HGv0 «h6�§�ª]W�§�§PWyª�«
§�« 3 C�¨ 3 ¨=G[CHG[6]68W#7]« ª�«�W 3 G>j ¨�ª]7HGv6�«�7H2�ª�«
2 ��� 7�G ª 5 Gr§PG[7�« 3 §�«<yZ0 � j ¨�ª]7�«[. $_G 3#3 ¨ �:3 ¨%0 §�ª�« 3 ¨ §PGr§�¨ 5 �y«�9%0 � G[7�7�G[686 � C � j ¨�ª87�GH2�ª�¨%04Gr§�G
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6�¨ 3 ¨�6�«�7H2�ª�« 3 W#7�«�ª �:5 G[7�« 3 §�«v7�Ga9%9 � ¨ ª � GLz�W�«�0:0 � C � j ¨ ª]7HG�¨�©#04Gr§�G=2Z« ª�« 3 §�ªPG[7)© � � 7�¨DC�«�0:0 �
5 ¨ 3 6 � C�«�ª]Gr§ � G)§PW�§�§�«>0 «3«�2
¨ 5 ��«a.
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� 3 § � 2Z¨	C � 6�§�Gr§ � 6�§ �45 G G[0 §�«�ª 3 Gr§ � U[Gbª � 682Z«w§�§�¨ Ga040 «r2�ª�« 5 «�Cy« 3 § � j�W 2�ª�¨%2
¨%6�§�G	CZG �>W�� 3
« � 6�¨ 3 ~t¬®­%�`@%� . KTSAGa049�¨�ª � §]7]¨��B7]¨[0 §�¨ ©ZG 3 G[047�« 3 §�«��h6 � Grª�§ �:5 ¨%04G 3 «�040 «r6�«�9%W�« 3 § � j,G[6 � . � �

5 ¨ 3 6 � C�«�ª � W 3 G=C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 « © � C � 7�« 3 6 � ¨ 3 G[0 « C �
N
2#W 3 § � j ª]G � z�WZG[0 � 6�« 3 « 6 5 «�9%0 � «�ªPQYW 3 ¨LG

5 Ga6�¨ 5 ¨[7]«_2#W 3 §�¨�C � 2ZG ª�§�« 3 X(Gd. ��¨%2
¨LC ��5 ��«Y6 ��5 ¨ 3d3 « §�§�«Y7�«�C � G 3 §�« W 3 6�«�9[7]« 3 §�¨�~ 
�� � � � �
z�W�«�6�§(SOW#0 § � 7�¨ 5 ¨ 3 � 0F2#W 3 §�¨�G[C «�6]6�¨�2 �	� U �:5 �:3 ¨#. / 3 6�«�9[W � §�¨�6 � ª � 2Z«w§�«>0bGf6�§�«�686PG;2�ª�¨ 5 «�C#W�ª]G
2
«�ª � 0 3 W�¨�U�¨}2dW 3 §�¨N§�ª�¨�U[G�§�¨ 5 «�ª 5 G 3 C�¨�6�«�7�2�ª�« � 2#W 3 § � G[C «�686�¨}2 ��� U �45 �43 ��5 ��« 3 ¨ 3 6 � G 3 ¨
9 � Q�6�§�Gr§ � �:3#5 0:W#6 �T3 «�0 ! ����� ��
 � 5 ��«H6 � 6�§�G 5 ¨%6�§�ª8W�« 3 Cy¨#.�/ 3 C �45 � � G[7�¨f¨�ªPG 5 ¨ 3

θi

0�SAG 3 9�¨%0 ¨
6�« 5 ¨ 3 C�¨ 5 W � 
1¨�ª � « 3 §PGr§�¨>0�S

i
gk«�6 � 7�¨Y6�«�9%7]« 3 §�¨#. � 2
¨%686 � © � 0 « G<z�W�«�6�§�¨R2#W 3 §�¨ �43 §�ª�¨qCdW�ª�ª�«�W 3 G

6�§PGr§ � 6�§ �45 GL2
«�ªh7 � 68W�ªPG ª�«v9%0 � G[040 �43 «�G[7�« 3 § � C�«�y 3 � §PG 5 ¨%7�«[x

µ̄ =
N
∑

i=2

cos(θi − θi−1)/(N − 1).

��«=6 � 6�§�G;G 3 G[0 � X�X�G 3 C�¨�W 3 G�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «<2Z¨ � 6]6�¨ 3 � G 3 GfC � 2#W 3 § ��5 � 6 � C�«VU�«fG[682Z«w§�§PG ª�« 5 ��«
C�¨%2
¨}W 3p5 « ª�§�¨ 3 W#7�«�ª�¨�C � 2ZG[686 � 04G�6�§PGr§ � 6�§ �:5 G}G[686]W#7HG�UaG[0 ¨ ª �

µ̄ ≈ 0
5 ¨ 3 W 3 «�ª�ª�¨�ª�«�z�WZG g

C�ª]Gr§ �:5 ¨r7�«�C � ¨r2#G ª � G
1/
√

2N
.p��« �:3 U�« 5 «}6 � �43#5 ¨ 3 §�ªPG 3 ¨

n
2dW 3 § � Ga040 �:3 «(G�§ � 6�« 5 ¨ 3 C�¨pW 3

yZ04G[7]« 3 §�¨ 5 � 6 � G[682Z«w§�§�G<C � ¨ §�§�« 3 « ª�«�U[Ga0 ¨�ª � C�«�0:0^S ¨�ª]C �43 « C �
µ̄ ≈ n/N

. �YW � 3 « � 6�¨ 3 7 � 6�« ª�¨
G[0:0bG}2�ª�¨�UaG � 0T0 ¨�ª�¨r7�« §�¨DC�¨�6]W#0 5 Ga7H2 � ¨ 3 «�C � 9`G[0bGa6]6 � «f9 � Q�2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7]« 3 §�«}6�§]W#C � Gr§�¨ CZG
� �ZG 3 « « - � ª�§�G 3 « 3 .�� 2#2yª�¨%686 � 7HG ª�¨ 3 ¨v0�SAG[0:9�¨�ª � §P7�¨ 6�¨[2�ªPGvC�«�6 5 ª � §�§�¨Y2
«�ªTGaCZGr§�§PG ª 3 « 0^SOW#6�¨vG[C
W 3 G}9�ª � 9%0 � G�zDW#G[C�ªPG�§�G 3 «�0�6�«�9[W�« 3 §�«�7�¨qC�¨d.�\�¨%0:0 ¨ 5 G ª�¨ 3 ¨ 5 G[6]W#G[047�« 3 §�«�68W#040�SAGrª�«(G 5 ¨%2
«�ª�§PG
CZG[0 5 G�§�G[0 ¨%9�¨<C � � �ZG 3 «2« - � ª�§�G 3 « 3 W 3 G=9�ª � 9%0 � G>Cy«�040 «_C � 7�« 3 6 � ¨ 3 � C �

27◦ × 27◦
. �m«�C � G 3 §�«

W 3|5 G[7�7 �43 ¨ 5 G[6]WZGa0 «fG 3 Ga0 ¨%9�¨�G�z�W�«�0:0 ¨�2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�«HC�«�6 5 ª � §�§�¨���6 � U � 6 � §�G 3 ¨�0 « 5 «�040 «
¨ 5�5 Wd2ZGr§�« 5 ��«LC � U�¨[0 §�G �43 U�¨%0 §�GH6�¨ 3 ¨;2 �	� 2yª�¨%686 � 7�«R0�SJW 3 G�G[0:0^SJG[0 §�ªPGd. ��«�«�6 � 6�§�«R2 �	� C � W 3 G
5 «�0404GRU �:5 �:3 G�¨ 5�5 W#2ZG�§�Gf6 � 6 5 «�9%0 � «>C � G 3 CZG ª�« �:3 C � ª�«�X � ¨ 3 «YC � z�W�«�040bG 5 ¨ 3 §�« 3 « 3 §�« � 0!7HG[9%9 � ¨�ª
3 W#7�«�ª�¨RC � ¨[9%9�« §�§ � . � 3 G 5 «�040bG 3 ¨ 3 2dW��RU�« 3 � ªBU � 6 � §�Gr§PG<2 ��� C � W 3 G=U ¨%0 §PG�«�§PG[0 «�2�ª�¨ 5 «�C#W�ª]G
C�«VU�«�«�6]6�«�ª�«�ª � 2
« §]Wy§�GYy 3 ¨=G=z�WZG 3 C�¨LGa047�« 3 ¨>0bGY7�« §PQ<C�«�040 « 5 «�0:0 « §�§�«
¨ 5�5 Wd2ZGr§�«�C�«�040bG>9�ª � 9%0 � G
U � « 3 «�U � 6 � §PGr§�Gq. \�¨ 3 j ª�¨ 3 §PG ª�¨ 3 ¨ �43 6�«�9%W � §�¨ � CZGr§ � 5 ¨%6! 3¨ §�§�« 3 W�§ �h5 ¨ 3 z�W�«�0:0 � ª �45 G(UaGr§ � CZG
C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � G(U�« 3 § � 04G�7�«�C�«�6 � 7�G 5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «>682ZG[X � G[0 «>C � z�W�«�040bG�ª�«�G[0 «a. K>« 5 ¨ 3#5 04W#6 � ¨ 3 �
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§�ª]Gr§�§�« �43 ©#G[6�«�G � ª � 68W#0 §PGr§ � ¨ §�§�« 3 Wy§ � j�W�ª�¨ 3 ¨ 0 «�6�«�9[W�« 3 § � .)/10 7�« §�¨qCy¨ 2�ª�¨%2
¨%6�§�¨ 2#W�ª 3 ¨ 3
«�686�« 3 C�¨ �43 9 ªPG[C�¨�C ��5 ¨%040 ¨ 5 G ª�«<6]2ZGaX � Ga047�« 3 §�«=0 «R6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«L2yª�«�6�« 3 § � �:3 W 3 G;C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
C � 2dW 3 § � 6 � C � 7]¨%6�§�ª]G �43 9�ª]G[C�¨;C � j ¨�ª 3 � ª�«=W 3 G;C�«�6 5 ª � X � ¨ 3 «�zDW#G 3 § � §PGr§ � UaGHC�«�0 9�ªPGaC�¨}C � yqg
0bGa7]« 3 §PG ª � « §PQ�C�«�0:0 «LCy« §�§�«[.�/ 3 ¨[0 §�ª�«�§�ª�¨�U[Grª�¨ 3 ¨f«VU � C�« 3 X�«f6�§PGr§ � 6�§ �:5 ��«�C�«�040bG;2yª�«�6�« 3 X�G�C � W 3
7HG[9%9 � ¨�ª 3 W#7�«�ª�¨|C � 6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«fª � 6]2
« §�§�¨|G z�W�«�0:0 « �43 C � U � CdWZGr§�«;G 3 G[0 � X�X�G 3 C�¨ � 0 5 G[7H2 � ¨ 3 «
7�«�C � G 3 §�«Y0 «vj�W 3 X � ¨ 3 � C ��5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «YG�C#W�«�¨�§�ª�«<2dW 3 § � .
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� 5�5 « 3#3 � G[7�¨�¨�ª]G<Ga040bGY6�§�Gr§ � 6�§ �45 G>2yª�¨%2
¨%6�§PG<C#GL�m¨�¨qCqi�« § G[0^. ~�¬®­[�%I`��2
«�ª$«�U � C�« 3 X � G ª�«�0 «
6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«>6]W�9�ªPG 3 C�«>6 5 G[0bG 3 «�040�SJW 3 � U�« ª]6�¨#. �*« ª�6�¨%7�7 ��5 G[2 � � 0w7�« §�¨qCy¨ 5 ¨ 3 6 � 6�§�« �43 z�W�«�6�§�¨d.
�qW W 3 G�9�ª � 9%0 � Ge© � C � 7]« 3 6 � ¨ 3 G[0 «�z�WZGaC�ªPGr§PG)6 5 «�9%0 � G[7�¨�G 5 G[6�¨	W 3 G 5 «�040 « §�§PGb«sCy«�y 3 � G[7�¨
6]WrC � «�6]6]G�z�WZGr§�§�ª�¨HC � ª�«�X � ¨ 3 � j ¨ 3 CZG[7�« 3 §PG[0 � � 5 ¨ �:3#5 � C�« 3 § ��5 ¨ 3 0�S ¨ ª � « 3 §�G[7�« 3 §�¨�C�« � z�WZG�§�§�ª�¨
G[686 � C � 6 � 7�7�« §�ª � G<C�«�0:0bG 5 «�0:0 « §�§�Gd. E G�§�§�¨ 5 � �RU «�ª � y 5 � � G[7�¨�6�«3«�686PG 
vW 3 2#W 3 §�¨�C � 7�Ga6]6 � 7]¨
C � ª�«�X � ¨ 3 G[0 « 0:W 3 9�¨ W 3 G�Cy«�040 «T6�¨%2yªPG 5 � §�Gr§�«TC � ª�«�X � ¨ 3 � .�� � C �45 « 5 ��«BW 3 G 5 «�0:0 « §�§�G 
 W 3 7�Ga6]6 � 7]¨
C � ª�«�X � ¨ 3 G[0 «h6�« � 0 3 W#7�«�ª�¨RC � ¨[9%9�« §�§ � �43 «�686PG 5 ¨ 3 §�« 3 Wy§ � 
 7HG[9%9 � ¨�ª�« ¨LW#9%WZGa0 «_G[0 3 Wd7]« ª�¨LC �

¨%9%9 « §�§ �%5 ¨ 3 §�« 3 Wy§ �D3 «�040 « 5 «�040 « §�§�« G[C�«�6]6]G 5 ¨ 3 y 3 G 3 § � 04W 3 9�¨hW 3 G CZGr§PG C � ª�«�X � ¨ 3 «a.�/ 3 C �45 � � G[7]¨
5 ¨ 3

Di � 0 3 W#7�«�ª�¨=C � C � ª�«�X � ¨ 3 � 2
«�ª 0 «hz�WZG[0 � 04G 5 «�0:0 «w§�§�GY6 5 «�0 §�G �ZG<W 3 7HG[6]6 � 7�¨<C � ª�«�X � ¨ 3 G[0 «[.
� � C �45 « 5 �y«)«�686PG 
RW 3 2 �45�5 ¨H6�«

Di = 4
� 5 ��«=j,GH2ZG ª�§�«<C � W 3 G 5 ª�«�6�§�G � ����� �	��� 6�« Di = 2

¨
3
��¨ 5 ��«�
_W 3 G 5 «�040 « §�§PG=C � ©ZG 5 ��9�ª�¨%W 3 C}6�«

Di = 1
¨

0
. � � Cy«�y 3 � 6 5 « yZ0bGa7]« 3 §�¨RW 3 �:3 6 � «�7�«

C ��5 «�040 « §�§�« 5 ¨ 3 § � 9%Wy« 5 ¨ 3
Di ≥ 3

.
�m¨�¨qCdi�«w§ G[0�. ~�¬ ­%�%I`� �ZG 3#3 ¨�G[2#2#0 �45 Gr§�¨#§�G[0 « Ga049�¨�ª � §]7]¨>G[0 5 Gr§�G[0 ¨%9�¨<C � 9`G[0bGa6]6 � «v� �ZG 3 « g

- � ª�§�G 3 « 3 «RG�W 3 7�¨qCy«�040 ¨fC � W 3 � U�« ª]6�¨;2�ª�¨[2Z¨%6�§�¨;C#G}��¨ 3 « ª � G]«��@«�«�©d0 «�6�~�¬®­`ca�`�V. ��«�7�2�ª�«
5 ¨ 3 0bG>7�«�C�«�6 � 7HG>6�§�G�§ � 6�§ �:5 G �ZG 3#3 ¨RG 3 G[0 � X�X(Gr§�¨<W 3�5 Ga7H2 � ¨ 3 «hC � 9`G[04G[6]6 � « ª�«�G[0 � X�X�Gr§�¨<2�ª � 7�G
6]WdC#C � U � C�« 3 Cy¨�0bGRC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 « � �ZG 3 « g!- � ª�§�G 3 « 3 �:3 §�G 3 §�« 5 «�040 «w§�§�«�«v2
¨ � �#G 3#3 ¨)ª �45 ¨%7H2
¨ag
3 « 3 C�¨�z�W�«�6�§(SOW#0 § � 7�«vG 5 G[6�¨d.T/10 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨Rj ªPGR0 « 6�§�ª]W�§�§PWyª�«2ª � U�«�0bGr§�« 3 «�040 «1§�ª�« C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 �

6�¨[2�ªPG �43 C �45 G�§�«v0 � �ZGf2Z¨�ª�§�Gr§ � G)§�ª]G ª�ª�«<0 «Y6�«�9%W�« 3 § ��5 ¨ 3#5 04W#6 � ¨ 3 � . /10�7�« §�¨DC�¨f2�ª�¨%2Z¨[6�§�¨f6�«�7�g
©�ª]G�«�686�«�ª�« �43 9�ª]G[C�¨;C � �43 C � U � CdWZG ª�«=G 5�5 W�ª]Gr§�G[7�« 3 §�« � y#0bG[7�« 3 § � �43 C � U � CdWZG © � 0 � Gr§�§�ª]G�U «�ª86�¨
W 3 G>2�ª � 7HG �:3 CZG[9 �43 « U � 68WZG[0 « 3 «�0 5 Ga7H2 � ¨ 3 « C � 9`Ga0bG[686 � « C � � �ZG 3 « g!- � ª�§�G 3 « 3 .�K�«�2�ª�¨%2�ª � « §PQ
6�§PGr§ � 6�§ �45 ��«fC�«�040 «f6�§�ª]W�§�§PWyª�«Hy#0bG[7�« 3 §�Grª � 3 «�040 «�CdW�«HC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � 5 ¨ 3 §�ª�¨%040 ¨�6�¨ 3 ¨ 6 � 7 � 0 �
G z�W�«�040 « �:3 C � U � C#WZGr§�« 3 «�0 5 G�§�G[0 ¨%9�¨eª�«�G[0 «�C � 9`G[04G[6]6 � «[. $ G 3d3 ¨4¨%686�« ª8UaGr§�¨ �43 ¨%0 §�ª�« 5 ��«r04G
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C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «]ª�«(G[0 «�7�¨%6�§�ªPGrW 3 « 5�5 «�686�¨|C � yZ0bG[7�« 3 § � 7�¨%0 §�¨ 0:W 3 9�� � ª � 6]2
« §�§�¨ G zDWy«�040 «�C �

5 ¨ 3 §�ª�¨%0:0 ¨H7�G 3 ¨ 3 6 � 6�¨ 3 ¨fª � §�« 3 W�§ � �:3 9�ª]G[C�¨}C � 2Z¨ §�«�ªv682 � «�9`G ª�«LW 3 §�Ga0 « 5 ¨%7H2
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C�« 3 §�«�7�« 3 §�«f2
«�ªv682 � «�9`G ª�« � ª � 6]Wd0 §�G�§ � ¨ §�§�« 3 Wy§ � CZG[040�SAG 3 G[0 � 6 � C�«�040 «=j�W 3 X � ¨ 3 �

N(lT )
ª �45 G(UaGr§�«

2
«�ªh0 «YC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � C �!5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨�C � § � 2
¨ 
v.
�qW#0:0bG�©ZGa6�«fC�« � ª � 68W#0 §PGr§ � 6�§PGr§ � 6�§ �:5 � ¨ §�§�« 3 Wy§ � ��2Z¨[6]6 � G[7�¨�j,G ª�«fGa0 5 W 3 «L6 � 9 3 � y 5 Gr§ � U « 5 ¨ 3 g

6 � C�«�ª]G[X � ¨ 3 � �Z0bG�2 �	� � 7�2Z¨ ª�§�G 3 §�«YC�«�0:0 «>z�WZG[0 � U�«�ª�§�«L68Wrz�WZG[0 « 5 ª � §�«�ª � ¨�G[C�¨r§�§�Grª�« 3 «�0:0bG�6 5 «�0 §PG
C�«�040bG;0:W 3 9��y«�X�X�G 5 G ªPG�§�§�« ª � 6�§ �:5 G;CZG � 7H2 � «�9`Grª�« 5 ¨%7�«�04W 3 9 ��«�X�X(G�C � � � 
�� � � � � 
 � . � 3 ¨[6�§�ª]G
5 ¨ 3 U �:3 X � ¨ 3 « 5 ��«f04G�6 5 «�0 §PG;j ªPG;0bGH04W 3 9 ��«�X�X(G 〈l〉 = n−1/3

« LMST
5 ¨[7H2
¨�ª�§ � �:3 « 3 §�ª]G[7)© �

� 5 G[6 � UaG 3 §�Ga9%9 � «�68UaG 3 §PG[9%9 � .�"vWZG[0 ¨ ªPGs6 � Cy« 5 � CZG C � � 7�2 � «�9`G ª�« 〈l〉 = n−1/3 5 ¨%7�«}04W 3 g
9���«�X�X�G 5 GrªPGr§�§�«�ª � 6�§ �45 G���
=G ©�©ZGa6�§�G 3 X(G�ªPG[9 � ¨ 3 «VU�¨%0 «Y6]W#2#2
¨�ª�ª�« 5 ��«R0 «<6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«�«�U � Cy« 3 X � Gr§�«
CZG[0:0^SA�s�q��� �43�5 � G[6 5 W 3 GYC�«�040 « C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C �#5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨<G 3 G[0 � X�X(Gr§�« �%Gr©�© � G 3 ¨ 5 G ª]Gr§�§�«�ª � 6�§ � g
5 ��«RG ©�©ZG[6�§�G 3 X(G�6 � 7 � 0 � §�ª]GH0 ¨ ª�¨#. ��Wy§�§�G(U � G�GaC�¨ §�§PG 3 C�¨HW 3 G�04W 3 9 ��«�X�X(GHC � 6�«�2ZG ª]Gr§ �:3 9 5 ¨%6. 
9�ª]G 3 C�«3ª � 6]2
« §�§�¨fG[0:0bG<04W 3 9 ��«�X�X(G�7]«�C � G=C�« � 04Gr§ � G[2#2ZGrª�§�« 3 « 3 § � G[040�S �s�D���d6 �w5 ¨�ª�ª�« � 0Zª � 6 5 � � ¨
C � 7�G 3 §�« 3 « ª�« 5 ¨ 3d3 «�686�«vj ªPG<0 ¨�ª�¨>6�§�ª8Wy§�§]W�ª�« 5 ��« U � 68WZG[0:7]« 3 §�« 5 � G[2#2ZG � ¨ 3 ¨ �43 U�« 5 « � 6�¨%04Gr§�«�� ¨
3 «�0 5 G[6�¨�ª�«(G[0 « 5 ¨ 3 6 � C�«�ª]G ª�«�G[2#2#G ª�§�« 3 « 3 § � G[C�W 3 ¨<6�§�«�686�¨ 5 04Wd6�§�« ªT9`G[04G[6]6 � « 5 ��« �:3 ª�«(Ga0 §�Q 3 ¨ 3
6�¨ 3 ¨;9�ª]G�U � §�G[X � ¨ 3 Ga047�« 3 §�«Y0 «�9`Gr§�«<j ª]GH0 ¨�ª�¨#._��« �43 U�« 5 «L6 � C�« 5 � C�«RC � G[C�¨r§�§�Grª�«<0bGH0:W 3 9��y«�X�X�G
LMST

5 ¨%7�« 0:W 3 9��y«�X�X�G 5 GrªPGr§�§�«�ª � 6�§ �45 G_C � � � 
�� � � � � 
 � �43 G[0 5 W 3 �D5 G[6 � 6 � ª � 6 5 � � G_C � «�6PGa7 �:3 G ª�«
6�¨[0 ¨�0 «3ª�«�9 � ¨ 3 � �43}5 W � � 2#W 3 § � 6�¨ 3 ¨�7�Ga9%9 � ¨ ª]7�« 3 §�« G[C#C�« 3 6PGr§ � «YC � j ªPGa7H7�« 3 §�Grª�« ��5 04W#6�§�« ª
ª�«�G[0 � �43=3 W#7]« ª�¨%6�« 6�¨r§�§�¨[6�§�ª8Wy§�§]W�ª�« 2 �	� 2 �45�5 ¨%0 «a. �@¨ �45 ��
 3 ¨ 3 
 6�§�Gr§�¨v2
¨%6]6 � © � 0 « j ¨�ª 3 � ª�« 3 W�¨�U�«
«�ª � 6�¨%0:Wy§ � U�«�Grª]9�¨%7�« 3 §PG[X � ¨ 3 � G�j,G�U ¨�ª�«fC�«�0404G�6 5 «�0 §PG}C�«�0:0^SOW 3 GN¨}C�«�040^SJG[0 §�ªPG�C�«�0:0 «L0:W 3 9��y«�X�X «
5 GrªPGr§�§�«�ª � 6�§ �45 �y« �:3 §�ª�¨DC�¨ §�§�«�G ©�© � G[7�¨�C�« 5 � 6�¨ C � � 7�2 � «�9`G ª�« 3 «�0:0 «f6]W 5�5 «�6]6 � U�«;G 3 G[0 � 6 � 6�§�G�§ � g
6�§ �45 ��«<0bG�z�WZG 3 § � §�Q LMST

�+W 3 � j ¨�ª]7HG 3 C�¨ 5 ��5 ¨%6. G[0404GL6 5 «�0 §PG�¨%2
«�ª]Gr§�GfCZG�§PWy§�§ � 9%0 � G[Wy§�¨�ª � �:3
0 «w§�§�«�ªPG�§PW�ª]Gd.
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�0ª � 7HG�C � �:3 §�ªPGa2#2�ª�« 3 C�« ª�«�0�SAG 3 G[0 � 6 � U «�ª]G «H2yª�¨%2�ª � G�C�«�0:0 «�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨��

G ©�© � G[7�¨�U�«�ª � y 5 Gr§�¨H6�« � 0 5 ¨%7�2
¨�ª�§PG[7]« 3 §�¨�§�« ¨�ª �:5 ¨�C�«�0:0 «Yj�W 3 X � ¨ 3 � C � 6�§�ª]Wy§�§PW�ª]G]« ªPGHz�W�«�040 ¨
2�ª�«�U � 6�§�¨ �43 0 « §�§�«�ª]Gr§PW�ª]Gd.��@«�ª�2�ª � 7HG 5 ¨[6PG�� W 3 GsU�¨[0 §�Gry#6]6PG�§�¨|G ª�© � §�ª]G ª � G[7�« 3 §�« � 0BUaG[0 ¨�ª�«
C�« � 2ZG ª]G[7]«w§�ª �

µ
«
ν
�_G ©�© � G[7�¨4ª � 6�¨[0 §�¨)0^S «�z�WZG[X � ¨ 3 «	~�Id.ON#.JI`� �43 j�W 3 X � ¨ 3 «sC �

a
. E ªPG�0 «

6�¨[04W#X � ¨ 3 � §�ª�¨�UaGr§�«_G ©�© � G[7�¨ 5 ¨ 3 6 � C�« ªPGr§�¨R6�¨%0 ¨<z�W�«�0:0 « 5 ¨ 3 U[Ga0 ¨�ª �Z5 ¨%7�2�ª�«�6 � j ªPG<��«�¬�« 5 « 3 «
6 � G[7�¨ 6�« ª8U � § � 2
«�ª 5 ¨%6�§�ª]W � ª�«B0 « 5 W�ª�U�« 2ZG ª]G[7�« §�ª �45 ��«

a(µ, ν)
.���©�© � G[7�¨ z�W �:3 C � ¨%6]6�«�ª8UaGr§�¨Y6�«

¨ §�§�« 3 «�UaG[7�¨�2
«�ª�0 « 5 W�ª�U�«
a(µ, ν)

0 ¨�6�§�«�686�¨�G 3 C#G[7]« 3 §�¨ 5 G[0 5 ¨%0bG�§�¨fCZG � G ©#W#0@«���§PG ª ��7HG 3
~�¬ ­�­`@%� .T\�¨ 3 j ª�¨ 3 §�G 3 C�¨=04GvyZ9%W�ª]G<CZG 3 ¨ � ¨r§�§�« 3 Wy§�G��`yZ9[W�ªPGH~^?q. ¬��`� � 5 ¨ 3 z�W�«�0:0bG3ª � 2Z¨ ª�§�G�§�G 3 «�0
5 � §�Gr§�¨fG ª�§ �45 ¨%0 ¨��dG[2#2ZGrª�« 5 � � G ªPG[7�« 3 §�« 5 �y«�«�6]6�«=6�¨ 3 ¨�7]¨%0 §�¨L6 � 7 � 0 � j ª]Gf0 ¨�ª�¨d.

E � 9%W�ªPGf?D. ¬��qx \ W�ª8U «=2ZGrªPG[7�« §�ª �45 �y«YC �
a(µ, ν)

/ 3 6�«�9%W � §�¨�Gr©�© � Ga7]¨pU�« ª � y 5 Gr§�¨�6�« 3 «�0 5 G[6�¨�C � 6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« � 6�¨%0bG�§�«�G j ¨�ª87�GpC � 2 � G 3 � �
yZ04G[7]« 3 § � ¨ 6�j «�ª�«p0 «rj�W 3 X � ¨ 3 � C � 6�§�ª]Wy§�§PW�ª]G-¨ §�§�« 3 «VU[Ga7]¨ � UaG[0 ¨�ª � 2�ª�«VU � 6�§ � CZG[0:0bGb§�«�¨�ª � Gd.
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�Y§�G[0T6 5 ¨%2
¨sGr©�© � Ga7]¨pª�«(G[0 � X�X�Gr§�¨p§�ª�« 5 G[7�2 � ¨ 3 � �:3 5 W � G ©�© � G[7]¨}C � 6�§�ª � ©#W � §�¨}7 � 040 «R2#W 3 § �
5 Ga6]WZG[0:7]« 3 §�«2« 3 §�ª�¨LW 3 2 � G 3 ¨��qW 3 yZ0bG[7�« 3 §�¨)« W 3 GL68j «�ª]G)ª � 6]2
« §�§ � UaG[7�« 3 §�«a.TK>« C � 7]« 3 6 � ¨ 3 �

C � §PG[0 � 6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« 3 ¨ 3 �43 + W�« 3 X(G 3 ¨ �:3 G[0 5 W 3 7]¨DC�¨ � 0�ª � 6]Wd0 §�G�§�¨ 5 ��« 5 � 2�ª�¨[2Z¨ 3 � G[7�¨)C �

¨ §�§�« 3 «�ª�«a.s��Wy§�§PG�U � GrG ©�© � G[7�¨�j,G�§�§�¨rGr§�§�« 3 X � ¨ 3 «;G ª�«(G[0 � X�X�G ª�«�6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« 5 ��«N¨ 5�5 W#2ZG[686�« ª�¨
W 3 U ¨%04Wd7]« 5 ¨%7RW 3 z�W�« �:3 j «�ª � ¨�ª�«RG�zDWy«�040 ¨�C�«�0 5 W�©Z¨�C � 6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 «a.h�*« ªv0 «#§�ª�«R6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«
G 3 Ga0 � X�X(Gr§�«_0 «_6�§�Gr§ � 6�§ �45 �y« �ZG 3d3 ¨Rj ¨�ª 3 � §�¨ � ª � 68W#0 §PGr§ � G�§�§�«�6 � � 5 � ¨ 


(S1, S2, S3) = (0, 1, 0)
2
«�ª

� 0�2 � G 3 ¨��
(S1, S2, S3) = (1, 0, 0)

2
«�ª � 0�y#0bG[7�« 3 §�¨f«
(S1, S2, S3) = (0, 0, 1)

2Z« ª<04G}68j «�ª]Gd.
\ � � 5 ¨ 3 j « ª]7HGv0bG2©
¨ 3 §�QvC�«�040 «Bj�W 3 X � ¨ 3 � C � 6�§�ª]Wy§�§PW�ª]GYzDW#G[0 � �43 C �:5 Gr§�¨�ª � 6�§PGr§ � 6�§ �:5 � C�«�0:0bG_j ¨ ª]7HG
C � G[7�7HG[6]6 � C � 2#W 3 § � .

� z�W�«�6�§�¨r2dW 3 §�¨�G ©�© � G[7�¨ �43 §�ª]G[2�ª�«�6�¨�0�SAG 3 G[0 � 6 � U�« ªPGf«�2�ª�¨%2yª � G;Cy«�040 «LC � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C �

5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨#. ��«�9%W�« 3 C�¨�0 « �43 C �:5 G[X � ¨ 3 � j ¨�ª 3 � §�«YCZG��@«(G ª86�¨ 3 «L\�¨%0 «�6=~�¬ ­�­`?%� �#6 � G[7]¨�ª � 2ZG ª�§ � § �
CZG[0:0^SA�s�q� 2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7]« 3 §�« 5 ¨%6�§�ª]W � §�¨�2
«�ª 5 � G[6 5 W 3 ¨�C�« �T5 G[7�2 � ¨ 3 � C � 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨m«f68W C �

«�686�¨ Gr©�© � Ga7]¨h«�6�«�9%W � §�¨ 0bG�6�¨%04Gh¨%2
«�ª]G[X � ¨ 3 «�C � � � 
�� � � � � 
 � � 7�2 � «�9`G 3 C�¨ 5 ¨%7�«H0:W 3 9��y«�X�X�G
C � 6�«�2ZGrªPGr§ �43 9;04G�z�WZG 3 § � §�Q

1.2LMST

. ��¨%2
¨}C � 5 ��«fGr©�© � Ga7]¨}G 3 G[0 � X�X�Gr§�¨ 5 ¨ 3 0 «<j�W 3 X � ¨ 3 �

C � 6�§�ª8Wy§�§]W�ªPGL04G<j ¨�ª87�G=C�« ��5 04Wd6�§�« ª 5 ¨[6! �:3 C � U � C#WZGr§ � .�e1«�0:0 «hyZ9%W�ª�«f~^?D. ¬�¬��
��~�?q. ¬�@%�$«�~^?q. ¬�I`� 

ª � 2Z¨ ª�§�G�§�¨f0^SJG 3 CZGa7]« 3 §�¨fC�«�0:0 «3§�ª�«=z�WZG 3 § � §�Q

S1

�
S2

«
S3

�:3 j�W 3 X � ¨ 3 «>C�«�0 3 W#7�«�ª�¨�C � 2#W 3 § �
5 ¨[6�§ � §PW�« 3 § � ��5 0:W#6�§�«�ªhG 3 G[0 � X�X(G�§ � .

� ��3 ¨ §PG � 7�7]«�C � Gr§PG[7�« 3 §�« 5 ��«=6�¨%0 ¨�2
«�ª ��5 G[7H2 � ¨ 3 � C � § � 2Z¨ � 0 «Y6�§PGr§ � 6�§ �:5 ��«>G[2#2d0 �45 Gr§�«
�ZG 3d3 ¨ j ¨�ª 3 � §�¨ � U[Ga0 ¨�ª � Gr§�§�«�6 � .�/ 3 z�W�«�6�§�¨ 5 G[6�¨Y6 � 2#W�� 5 ¨ 3 6�§PGr§�Grª�« 5 ��« 7]«�C � G 3 §�«B0�SAG[0:9�¨�ª � §P7�¨
� 7�2 � «�9`Gr§�¨��(6�¨ 3 ¨ 6�§�Gr§ � �43 C � U � C#W#Gr§ � 7�¨%0 § �[5 04W#6�§�« ª�z�WZG[6 � 2Z« ª8j « §�§�G[7�« 3 §�«B6�j «�ª �:5 � � 6 �45 W�ªPG[7�« 3 §�«
� Cy« 3 § � y 5 G © � 0 ��5 ¨ 3 0 «=6�§�ª]Wy§�§PW�ª�« � 6�¨%0bGr§�«=6�j «�ª �45 ��«)¨[6]6�« ª8UaG © � 0 ��3 «�0:0 «<C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � § � 2Z¨ � .
� 2d2ZG � ¨ 3 ¨�j,G 5 � 0:7]« 3 §�« �43 §�« ª]2�ª�« §PG © � 0 � G 3#5 ��« � ª � 68W#0 §PGr§ � ¨r§�§�« 3 Wy§ � 2Z« ª�0 «BC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � § � 2
¨

v.��*« ª�«�6]6�«_6 � ¨%6]6�«�ª8UaG 5 ��« �#5 0:W#6�§�«�ª �43 C � U � C#W#Gr§ �q3 Wd7]« ª �45 G[7�« 3 §�« 2 ��� 9�ªPG 3 C � �ZG 3#3 ¨>j ¨ ª]7HG
7�¨%0 §�¨H2 ��� yZ04G[7]« 3 §�¨%6]G]«)© � C � 7�« 3 6 � ¨ 3 G[0 «��Z7�GH7]« 3 ¨;68j « ª �:5 ¨ �aW 3 � j ¨�ª87]«��!ª � 682Z«w§�§�¨}G�z�W�«�0:0 �
¨%686�«�ª�UaGr§ �!3 «�9%0 � G[0 §�ª � § � 2 � C � C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «[. \ � ��6 � 6]2 � «�9%GRj,G 5 � 047�« 3 §�«�ª � + « §�§�« 3 C�¨�6]W#0�j,Gr§�§�¨
5 ��«�0 «Lj�W 3 X � ¨ 3 � 6�¨ 3 ¨ �:3 C �:5 Gr§�¨�ª � 7]¨%0 §�¨}6�« 3 6 � © � 0 � C�«�0404G�j ¨�ª]7HG;C � W 3|5 0:W#6�§�«�ª � 2Z« ª 5 � �f¨%9 3 �

2 �:5�5 ¨[0bG;C�«VU � G[X � ¨ 3 «�CZGa040bG�j ¨�ª]7HG � C�«�G[0 «��!2 � G 3 ¨��!yZ04G[7�« 3 §�¨p¨�68j « ªPG���j,G}6�� 5 �y« � 2#G ªPG[7�« §�ª �
S1

�
S2

«
S3

G[686]W#7HG 3 ¨sUaG[0 ¨�ª � 7�¨%0 §�¨rC � U�«�ª86 � C#GszDWy«�040 � §�«�¨�ª �45 � .pe1«�0 5 G[6�¨pC�« � 5 Ga7H2 � ¨ 3 �

C � § � 2Z¨ 
 ��6�« � 5 0:W#6�§�«�ª �:3 C � U � C#WZGr§ � 6 � «�6�§�« 3 C�¨ 3 ¨ 68W�W 3 ¨ ¨ 2 �	� C�« � yZ0bGa7]« 3 § � « 3 §�ª�¨ 5 W �

6�¨ 3 ¨>C � 6�§�ª � ©#W � § � � 2#W 3 § � ��G 3#5 �y« 6�«h0bG 0 ¨�ª�¨_j ¨�ª]7HG 5 � 2#W��<G[2#2ZGrª � ª�« U � 6 � UaG[7�« 3 §�« Gr©�©ZG[6�§�G 3 X�G
2�ª�¨%0bGr§PG���0 «=j�W 3 X � ¨ 3 �

S1

�
S2

«
S3

5 � �43 C �:5 ��«�ª]G 3#3 ¨ 5 ¨�ª�ª�« §�§�G[7�« 3 §�« 5 ��«�0bGH0 ¨�ª�¨�j ¨�ª]7HG 3 ¨ 3
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0 ¨ 
�� 5 ¨%7�« �43 U�« 5 « 5 � 6 � G[6]2
« §�§�« ª�«�©y©Z«a.
� 3 Ga0 ¨%9��y« 5 ¨ 3 6 � C�« ªPG[X � ¨ 3 � 2
¨%6]6�¨ 3 ¨]«�6]6�«�ª�«Rj,Gr§�§�«>2Z« ª_682 � «�9`G ª�« � 0�2
«�ª 5 ��
 3 «�0 5 G[6�¨�C�«�040 «

C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � § � 2
¨ m 3 ¨ 3 6 � G 3 ¨f6�§PGr§ � ¨[6]6�« ª8UaGr§ ��5 04Wd6�§�« ªhC � j ¨�ª]7HG 5 � � G ªPG[7�« 3 §�«3¨�©#0bG�§�Gd.
� 3d5 ��« �43 z�W�«�6�§�¨ 5 G[6�¨ �+5 04W#6�§�«�ª � 6�¨%0bGr§ �Z5 ¨ 3 � 0+7�« §�¨DC�¨ �43 2�ª�« 5 «�Cy« 3 X�GLC�«�6 5 ª � §�§�¨ 3 ¨ 3 ª � + « §8g
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G[686]W#7�¨ 3 ¨rj ¨ ª]7HG�7HG ª 5 Gr§�Ga7]« 3 §�«]¨ ©#0bGr§PGd. "vW�«�6�§�G 
HW 3 G ©#Wy¨ 3 G 5 ¨ 3 j « ª]7HGrC�«�0:0 « � 2
¨ §�«�6 �
j,Gr§�§�« 3 «�0d2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«_2#G ªPG[9 ªPGaj ¨ Gv6�«�9[W � §�¨vC�« � ª � 68W#0 §PGr§ � ¨ §�§�« 3 W�§ � CZGa040^SJG 3 Ga0 � 6 � C�«�040 « j�W 3 X � ¨ 3 �

C � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «
R(l/LMST )

.</ 3 z�W�«�0:0^S ¨ 5�5 G[6 � ¨ 3 « �43 j,G�§�§ � G(U�«VU[Ga7]¨}C�«�C�¨ §�§�¨}CZG � CZGr§ � ¨ §8g
§�« 3 Wy§ ��5 ��« � yZ04G[7]« 3 § � «�U � C�« 3 X � Gr§ �+5 ¨ 3 0^SA�s�q� C�¨�U�«VUaG 3 ¨�G(U�« ª�« �:3 2#G ª�§�«_W 3 G=j ¨�ª]7HGY7]¨[0 §�¨
68j « ª�¨ � CZG[0 «�« �43 2ZG ª�§�«�7]¨%0 §�¨}yZ0 � j ¨�ª87]«a.;�*« ª=y 3 � ª�«HG ©�© � G[7�¨}U�«�ª � y 5 Gr§�¨ 6�« 3 «�0 5 G[6�¨sC�«�040bG
6 � 7LW#04G[X � ¨ 3 «>\��Y� 0 «>z�WZG 3 § � §�Q

S1

�
S2

«
S3

7]¨%6�§�ª]G�UaG 3 ¨HW 3 G�z�WZG[0 5 ��« 5 ¨�ª�ª�«�04G[X � ¨ 3 «Y0�SJW 3 G
ª � 6]2
« §�§�¨=G[040�SAG[0 §�ª]Gd.F� 3#5 ��« �43 z�W�«�6�§�¨ 5 G[6�¨�� 5 ¨%7]«�2
«�ª:§PWy§�§ � � § � 2 � C �+5 G[7�2 � ¨ 3 � C �+5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨
2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�«�G 3 G[0 � X�X(G�§ � � 3 ¨ 3 
�6�§�Gr§PGm¨%686�«�ª�UaGr§�G 3 «�6]68W 3 Gs6 � 9 3 � y 5 Gr§ � UaG 5 ¨�ª�ª�«�0bG[X � ¨ 3 «
j ªPG�0 «Y6 �43 9�¨%0 «_j�W 3 X � ¨ 3 � C � 6�§�ª8Wy§�§]W�ªPGq.
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\�¨%7�«=j,Gr§�§�¨�2Z« ª 0bGf6�§PGr§ � 6�§ �45 G�C�«�0:0^SA�s�q���+2�ª � 7HG�C � 2ZG[686PG ª�«LG[0:0^SJG 3 G[0 � 6 � U�« ªPG�«=2�ª�¨[2�ª � G
C�«�040 «YC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨�2Z« ªh7]«�X�X�¨�C�«�040bG�2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 « �#G ©�© � G[7]¨Ly#6]6PG�§�¨�W 3 5 ª � g
§�« ª � ¨ �:3 ©ZG[6�«sG[0�z�WZG[0 « 6 5 «�9[0 � « ª�« � 0h2ZG ª]G[7�« §�ª�¨ � CZG � 7H2 � «�9`Grª�«[. " �:5 ¨�ª8C � G[7�¨ 5 ��« §PG[0 «
2ZG ª]G[7�« §�ª�¨ 
 � 0
ªPGa9%9 � ¨RC�«�0:0bGR6�j «�ªPG)« 3 §�ª�¨ 5 W � G ©�© � G[7�¨ 5 «�ª 5 Gr§�¨f6�«vU � «�ªPG 3 ¨�2#W 3 § � U �:5 �43 � G[0
5 « 3 §�ª�¨�C�«�0:0bGHCy« §�§PGH6�j «�ªPGq.v�*« ª�ª]G[9%9 � W 3 9�« ª�«<0 ¨�6 5 ¨[2Z¨;2yª�«�y#6]6�¨ 5 � G ©�© � G[7]¨ 5 ¨ 3 6 � C�«�ª]Gr§�¨�W 3
5 Ga7H2 � ¨ 3 «_C � 2dW 3 § � 2
«�ª 5 � G[6 5 W 3 § � 2
¨RC � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «_C ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨�«YG ©�© � G[7�¨=U�« ª � y 5 Gr§�¨
5 ¨[7]«>UaG ª � G�UaG�0bGf04W 3 9 ��«�X�X(G�C�«�0 5 04W#6�§�« ª 2 ��� «�6�§�«�6�¨�G[0 5 ª�«�6 5 «�ª�«�C�«�0FUaG[0 ¨ ª�«<C�«�0�2ZG ª]G[7]«w§�ª�¨
b
.p/<C#Gr§ � 5 ¨%6. �¨ §�§�« 3 Wy§ � 6�¨ 3 ¨ ª � 2Z¨ ª�§�G�§ � �43 y#9%W�ªPG ~ ¯d. ¬��V.s�1©�© � G[7]¨ �43 6�«�9%W � §�¨ Cy« 5 � 6�¨ C �

Wy§ � 0 � X�X�G ª�« 2
«�ªB0^SJG 3 G[0 � 6 � 6�§�G�§ � 6�§ �:5 G>6]W 5�5 «�686 � U[GLz�W�« � UaG[0 ¨�ª � C �
b

�43H5 ¨�ª�ª � 6]2
¨ 3 C�« 3 X(G<C�« � z�WZG[0 �
0bG�04W 3 9���«�X�X(G�Cy«�0 5 04Wd6�§�« ª 2 ��� 9�ª]G 3 C�«�¨%6]6�«�ª�U[Gr© � 0 « 3 «�040 «<UaG ª � «<C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � U�« 3 §�G(UaG}G[0�g
0^S �43d5 � ª 5 G;2ZGrª � G�W 3 C�« 5 � 7]¨�C�«�0 04Gr§�¨�C�«�0 5 W�©
¨ C � 6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 «a.�/ 3 z�W�«�6�§�¨ 7]¨DC�¨���G 3d5 ��«
6�« � 7�2 � «�9�� � G[7�¨=C � � « ª�« 3 § � ªPG[9[9 � C � 2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 «Y2Z« ª�G 3 G[0 � X�X�G ª�« 0 «vUaG ª � «YC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � � �

5 0:W#6�§�«�ª �:3 C � U � C#WZGr§ � �:3;5 � G[6 5 W 3 G�C � «�6]6�« �ZG 3#3 ¨ 5 GrªPGr§�§�«�ª � 6�§ �45 �y«vyZ6 �:5 ��«>G ©�©ZGa6�§�G 3 X(G�6 � 7 � 0 � .
� �h5 ¨ 3 6�«�9%W�« 3 X(G � UaG[0 ¨ ª � C�«�0�2#G ªPG[7�« §�ª�¨

b
Wy§ � 0 � X�X�Gr§ � 6�¨ 3 ¨#x

0.6〈l〉 2Z« ªf0 «�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 �

ªPG 3 C�¨%7HGr§ �:5 ��« �
0.3〈l〉 2
«�ªBzDWy«�040 «hC � § � 2
¨ m �

0.1〈l〉 2Z« ª z�W�«�040 «hC � § � 2
¨ 
 �
0.2〈l〉 2Z« ªBz�W�«�040 «C � § � 2
¨ � «

0.5〈l〉 2
«�ª z�W�«�040 « C � § � 2
¨ �p.a/ 3 ¨%0 §�ª�«BCZG[0d7�¨%7�« 3 §�¨ 5 ��« 9%0 � �43 C �45 Gr§�¨�ª � 6�§�G�§ � 6�§ �:5 � �
� 7�2 � «�9`Gr§ � 2Z« ªLz�WZG 3 § � y 5 Grª�«;04G�j ¨�ª87�G�C�« �B5 04Wd6�§�« ª �43 C � U � CdWZGr§ � 2
«�ª=7]«�X�X�¨ Cy«�040�SAG 3 G[0 � 6 � C �

2
«�ª 5 ¨%0bGaX � ¨ 3 « �Tj ¨�ª 3 � 6 5 ¨ 3 ¨ C#Gr§ � G���CZGr© � 0 � 6�¨%0 ¨pz�WZG 3 Cy¨ � 5 04W#6�§�« ª 3 ¨ 3 6�¨ 3 ¨ 5 ¨[6�§ � §PW � § � CZG
¬�¬�I
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E � 9%WyªPG�¯d. ¬%x \ W�ª�U�«RC � 2Z« ª 5 ¨%0bG[X � ¨ 3 «YC �!5 � G[6 5 W 3 § � 2
¨�C � C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «>G 3 Ga0 � X�X(Gr§PG
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§�ª�¨%2#2
¨�2Z¨ 5 � � 2dW 3 § � �#G ©�© � G[7]¨R6�§�Gr© � 0 � §�¨=C � 6�§PW#C � G ª�«Y6�¨%0 ¨ �!5 0:W#6�§�«�ª j ¨�ª87�Gr§ � C#G�G[047�« 3 ¨�¬�I
2#W 3 § � .

{>0 � �:3 C �45 Gr§�¨ ª � 6�§�Gr§ � 6�§ �45 � 68W 5 W � G ©�© � G[7�¨ 5 ¨ 3#5 « 3 §�ªPGr§�¨ 0 « 3 ¨%6�§�ª�«�G 3 G[0 � 6 � 6�¨ 3 ¨ � CdW�«
2ZG ª]G[7�« §�ª � C � j ¨�ª87�G

e
«
p
ª �45 G(UaGr§ � G[2#2#0 �45 G 3 C�¨�0 «3ª�«�04G[X � ¨ 3 � ~,Id.A@%� 5 � §�Gr§�« 3 «�0 5 Ga2 � §�¨%0 ¨

3
. /

CZGr§ � ª]G 5�5 ¨%0 § � 2
«�ª 5 � G[6 5 W 3 § � 2
¨LC � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «�C �!5 ¨ 3 §�ª�¨%040 ¨R6�¨ 3 ¨�6�§PGr§ � 9�ªPGay 5 Gr§ � G[686 � «�7�«
3 «�040bG�y#9%W�ªPG ~ ¯q. @%� .f/ 3 §PG[0 � y#9%W�ª�« �T5 «�ª 5 � � 2 � « 3 � «�U � C�« 3 X � G 3 ¨�0bG}2
¨%6 � X � ¨ 3 «�¨ 5�5 W#2#Gr§�G 3 «�0
9�ª]Gay 5 ¨rCZG �

15
5 04W#6�§�« ªR2 ��� ª �:5�5 � � C � 2#W 3 § � �43 C � U � C#WZG�§ �T3 « � ª � 6]2
« §�§ � U � 5 G[7H2 � ¨ 3 � C � 5 ¨ 3 g

j ª�¨ 3 §�¨#. � �!3 ¨ §�G � 7H7�«�C � Gr§�Ga7]« 3 §�« � 5 ¨[7]«>G(U�«VUaG 3 ¨f9 � QL2yª�« 5 «�C�« 3 §�«�7�« 3 §�«<j,Gr§�§�¨��rG�§�G ª�ª�«�6�«
« §�Ga0^. ~t¬®­�­y¬���«Y�T0 � ¨ 3 � 6$« §�Ga0^.h~t¬®­�­`@%� � 5 �y«<04GR7HG[9%9 � ¨�ª 2ZG ª�§�«YC�« �w5 04Wd6�§�« ª �43 C � U � CdWZGr§ � 6�¨ 3 ¨
6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«�§�ª � Ga6]6 � G[0 � «=j ¨�ª87�Gf2�ª�«VUaG[0 « 3 §�«�7�« 3 §�«�¨�©#0bG�§�Gd. " �45 ¨�ª]C � G[7�¨ 5 ��«L0bGfC � � « ª�« 3 X(GHj ª]G
9%0 � ¨%9%9�«w§�§ � ¨�©#0bG�§ � «�z�W�«�0:0 � 2�ª�¨%0bG�§ � 5 ¨ 3 6 � 6�§�« 3 «�0 j,Gr§�§�¨ 5 �y«r2
«�ª � 2�ª � 7 � � 0 UaG[0 ¨ ª�«}C �

p



2
¨%6 � § � U ¨}2Z« ª � 6�« 5 ¨ 3 C � 3 «�9`Gr§ � U ¨#.�/ 3 §PG ©
«�0404G ~ ¯q. ¬�� 6�¨ 3 ¨hª � 2Z¨�ª�§�Gr§�«L0 «R2Z« ª 5 « 3 §PWZG[0 � C � ¨%9ag
9�«w§�§ � ¨�©#0bG�§ � «Y2yª�¨%04Gr§ � �43}5 � G[6 5 W 3 § � 2Z¨LC �!5 G[7�2 � ¨ 3 «vC �w5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨#.T� 2#G ª�§�« 3 «�0 5 G[6�¨fC�«�040 «

§ � 2Z¨�C � 5 04W#6�§�« ª 5 0:W#6�§�«�ª
5 G[7�2 � ¨ 3 « ¨�©#0bG�§ � 2�ª�¨%0bGr§ �

� �aN#.AI ¬�?q.Ac
m �%@q. c ¬�cq.JI

 �%@q. ? ¬�cq.A?
� c[cq.AI @%@q.Ac
� �[Id.AI ¬®¯d.Ac

��G ©Z«�0404G ¯d. ¬%x �*« ª 5 « 3 §PWZGa0 « C �H5 04Wd6�§�« ª4¨�©d0bGr§ � « 2�ª�¨%04Gr§ � ¨%686�« ª8UaGr§ � �43 5 � G[6 5 W 3 § � 2
¨ C �

C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «vC ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨

C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � § � 2
¨ � � 5 ¨%7�«�©
« 3 6 � 2#W��=U�«�Cy«�ª�«�� �43 §PWy§�§ � ��5 G[7H2 � ¨ 3 � C ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨ ��5 04Wqg
6�§�«�ª 3 ¨ 3 ¨ 5�5 W#2ZG 3 ¨=W 3 GRX ¨ 3 GR682Z« 5 � y 5 G<C�«�0�9�ªPGay 5 ¨���7HG=6 � C � 6�§�ª � ©#W � 6 5 ¨ 3 ¨<W 3 � j ¨�ª]7�«�7�« 3 §�«
6]W C � «�686�¨#.|K>«}0 �:3 «�«�§�ªPG�§�§�«�9%9 � Gr§�« 5 ��« 5 ¨[7H2ZG � ¨ 3 ¨ �43 y#9%W�ªPG ~ ¯d.A@%��«VU � C�« 3 X � G 3 ¨ C�¨�U�«}6 �
C � 6�§�ª � ©#W � 6 5 ¨ 3 ¨<0 « 5 ¨%2d2 � «_C � UaG[0 ¨�ª �

(e, p)
5 ��«v6�¨ 3 ¨L6�¨%04WdX � ¨ 3 � C�«�0�6 � 6�§�«�7�G�~�Id.A@%� . \�¨%7�«1« ªPG

2�ª�«�U�«�C � © � 0 «�2
«�ªY0 «�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � G}68j « ª�«f6 � ¨%686�« ª8UaG 3 ¨�7]¨[0 § ��5 0:W#6�§�«�ª#ª �:5�5 � � C � 2#W 3 § � «fC �

j ¨�ª87�G�G[2#2�ª�¨%6]6 � 7HGr§ � UaG[7]« 3 §�«Y68j « ª �:5 Gd.��*« ª 5 G[2 � ª�« � 0F2Z« ª 5 ��
LC ��5 � � 
=68W�� 5 � « 3 §�«LCZGrª�«RW 3 ¨
6]9[WZG ª]Cy¨ Ga0T9�ªPGay 5 ¨�C � W 3 G}z�WZG[0:6 � G[6 � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � § � 2Z¨ � .�/ 3 §PG[0 � C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � 6�¨ 3 ¨
2�ª�«�6�« 3 § � W 3�3 ¨ §�«VU�¨%0 « 3 W#7]« ª�¨fC � 6�§�ª]W�§�§PWyª�«>68j « ª �45 �y«<7�¨%0 §�¨LC�« 3 6�«�«>7]¨[0 §�¨ 5 ¨%7�2ZGr§�§�« 5 ��«��
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5 ¨[7]«2« ªPG�0 « 5 � §�¨�G[682Z«w§�§PG ª]6 � �#9%0 � �:3 C �:5 Gr§�¨�ª � 6�§PGr§ � 6�§ �:5 � W#6PGr§ � �ZG 3d3 ¨�ª �45 ¨ 3 ¨%6 5 � Wy§�¨ 5 ¨%7]«1§�G[0 � .

\�¨ 3 6 � C�« ªPG[X � ¨ 3 � G 3 G[0 ¨%9 ��«>GHz�W�«�040 «Yj,Gr§�§�«>2
«�ª�0 «Yj�W 3 X � ¨ 3 � C � 6�§�ª8Wy§�§]W�ªPG�2Z¨%686�¨ 3 ¨�«�686�« ª�«
ª � 2Z«w§PWy§�«�G 3#5 ��« 3 «�0 5 Ga6�¨rCy«�040�SAG 3 G[0 � 6 � C � 2Z« ª 5 ¨%0bG[X � ¨ 3 «[.}�DW#0404GN©ZG[6�«HC�« � CZG�§ � CZG 3 ¨ � ª �:5 G g
UaGr§ � 2
«�ª<0 «�C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨rG 3 G[0 � X�X�Gr§�«�ª � §�« 3 � Ga7]¨�C � 2
¨ §�« ª�ª]G[9 � ¨ 3 «�U ¨%047�« 3 §�«
G � «�ª87�G ª�« 5 �y« 5 ¨ 3 0^SJG 3 G[0 � 6 � C � 2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 « 3 ¨ 3 6 � Ga7]¨ �43 9�ªPG[Cy¨�C � ¨%2
«�ªPGrª�«RW 3 GHC � 6 5 ª � g
7 �43 G[X � ¨ 3 «Hj ªPG � UaG ª � § � 2 � C � 5 G[7�2 � ¨ 3 � G 3 G[0 � X�X(G�§ � . � 3#5 ��«�0bG C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «�C�« � 5 04W#6�§�« ª
3 W#7�«�ª �:5 G[7�« 3 §�«Y2 �	� 9�ª�¨%6]6 ��3 ¨ 3 7�¨%6�§�ªPGLW 3 G�6 � 7 � 0 « 5 G[2#G 5 � §�Q�G[Cf« 5�5 «�X � ¨ 3 «>C�«�0 5 G[6�¨fC�«�040 «
C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � § � 2Z¨ � . �*« ª���� 5 ¨%7�«B9 � QhC�« §�§�¨ 2
«�ª�0 « j�W 3 X � ¨ 3 � C � 6�§�ª]W�§�§PWyªPG�� �:3 z�W�«�0�§ � 2
¨_C �

C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � 6�¨ 3 ¨�¨%6]6�«�ª8UaG © � 0 � W 3 9 ªPG 3�3 W#7]« ª�¨>C � 6�§�ª]W�§�§PWyª�« � 6�¨[0bGr§�« C � j ¨�ª87�Gv9�« ¨%7�« §�ª �45 G
©
« 3 C�«Vy 3 � §�G�� 5 ��«v6�¨ 3 ¨<j,G 5 � 047�« 3 §�« �43 C � U � CdWZG © � 0 � C#G[9%0 � �:3 C �:5 Gr§�¨�ª � 6�§�Gr§ � 6�§ �45 � � 7�2 � «�9`Gr§ � 2Z« ª
0^SJG 3 Ga0 � 6 � C � 2Z« ª 5 ¨[0bG[X � ¨ 3 «a.
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�*« ª]7 �43 G�§�Gs0^SJG 3 Ga0 � 6 � Cy«�040 «;C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � 5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨ 5 ¨ 3 � 0 7�« §�¨DC�¨ C�«�0404Gr2Z« ª 5 ¨%0bG g
X � ¨ 3 «��vG ©�© � G[7�¨�6�§]W#C � Gr§�¨ 0 «rC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � 2#W 3 § � ª �45 G(U[G�§�«sCZGa040bG�6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 «s\��Y�
6�«�9%W�« 3 C�¨ W 3 G � C�« 3 § �45 G 2�ª�¨ 5 «�C#W�ª]Gd.s/ 3#3 G 3 X � §PWy§�§�¨rG ©�© � G[7]¨ 5 ¨ 3 6 � C�«�ª]Gr§�¨sW 3 GrC � z�W�«�6�§�«
C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � «�C G ©�© � G[7]¨r6�§PWdC � Gr§�¨ 5 ¨%7�«�UaG ª � G(UaGr0bGs0:W 3 9���«�X�X�GpCy«�0 5 04W#6�§�«�ª�2 �	� «�6�§�«�6�¨
G[0�UaG ª � G ª�«�C�«�0T2#G ªPG[7�« §�ª�¨

b
�F2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«�7]« 3 §�« �:3 §�ª�¨DC�¨ §�§�¨#.L/ 3p5 ¨ 3 j ¨�ª87 � §�Q 5 ¨ 3 0 «L6 5 «�0 §�«

¨%2
«�ª]Gr§�« 3 «�0:0 «�2yª�« 5 «�C�« 3 § � G 3 Ga0 � 6 � C � 2
«�ª 5 ¨%04G[X � ¨ 3 «�G ©�© � G[7]¨ � 7�2 � «�9`Gr§�¨ � 0 UaG[0 ¨�ª�«�C �
b

�:3
5 ¨ ª�ª � 6]2
¨ 3 C�« 3 X(GLCy«�0!z�WZG[0 «v0bGL0:W 3 9��y«�X�X�GLC�«�0 5 04Wd6�§�« ª 2 �	� «�6�§�«�6�¨]« ªPG�G[0:0^S �43#5 � ª 5 G<2#G ª � G[C�W 3
C�« 5 � 7�¨;C�«�0 0bG�§�¨;C�«�0�U�¨[04W#7�« 5 W�© �45 ¨}C � 6 � 7LW#04G[X � ¨ 3 «a.v/10�UaG[0 ¨ ª�«RC �

b
5 �y«�6�¨DC#C � 6�j,G;z�W�«�6�§�G

3 ¨%6�§�ª]G 5 ¨ 3 C � X � ¨ 3 « 

0.2

� 5 ¨%7�«L6 � 2#W��f©
« 3 U�«�C�«�ª�«�C#G[0404G�yZ9%WyªPGp~ ¯q. ¬�� .L\�¨[7]«L9 � Q�2�ª�« 5 «Vg
C�« 3 §�«�7�« 3 §�« j,Gr§�§�¨>G ©y© � G[7�¨YG 3 G[0 � X�X(G�§�¨v6�¨%0 ¨ �q5 04Wd6�§�« ª 5 ¨%6�§ � §PW � § � C#G 3 ¨ 3 7]« 3 ¨>C �

13
2#W 3 § � .

/ C#Gr§ �!5 ¨%6! �ª]G 5�5 ¨%0 § � 6�¨ 3 ¨H2yª�«�6�« 3 §�G�§ � �43 yZ9%WyªPG�~ ¯d.A@%� .
\�¨%7�«_9 � Q>G[6]6�«�ª � §�¨=G[0404G y 3 «�C�«�0�2�ª�« 5 «�C�« 3 §�«v2ZG ª]G[9�ªPG j ¨��`9%0 � �43 C �:5 Gr§�¨�ª � 6�§�G�§ � 6�§ �:5 � � 7�2 � «Vg

9`Gr§ ��3 ¨ 3 6�«�7)©�ªPG 3 ¨ �43 9 ªPG[C�¨RC � ¨%2
«�ª]G ª�«_W 3 GLC � 6 5 ª � 7 �43 G[X � ¨ 3 « j ªPG � UaG ª � § � 2 � C �w5 Ga7H2 � ¨ 3 �

G 3 Ga0 � X�X(Gr§ � . � G 5 ¨%7LW 3 z�W�«Nª � 0 «VU[G�§�¨ 5 ��«;0bG�C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 «HCy« � 2#W 3 § � C�«�0 9�ªPG y 5 ¨ 
H7]¨[0 §�¨
6 � 7 � 0 «�Gsz�W�«�0:0bG ¨r§�§�« 3 Wy§�GsCZGp� Gr§�G ª�ª�«�6�«N«w§fG[0^. ~t¬®­�­y¬��<2
«�ªL6 � 7LW#04G[X � ¨ 3 � C�«�0 7�¨qC�«�040 ¨ C �

\��Y� 6 � G 5 ¨ 3 C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «R2�ª � 7]¨�ª8C � Ga0 «<9`G[W#686 � G 3 G 5 ��« 3 ¨ 3 9`G[W#686 � G 3 Gd. � 3 §PG[0 «�ª � 68W#0�g
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C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � G 3 G[0 � X�X(G�§�«
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§�G�§�¨ 5 ¨ 3 j «�ª87�G}0bG 5 ¨�ª�ª�« §�§�«�X�X(G�C�«�040^SJG[0:9�¨�ª � §P7�¨ � 7�2 � «�9`Gr§�¨H2Z« ª<G 3 G[0 � X�X�G ª�«=0 «LC � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 �

5 Ga7H2 � ¨ 3 «a.TKFGR2Z« ª 5 « 3 §PWZGa0 «YC � ¨%9%9�«w§�§ � 2�ª�¨%0bGr§ � «2¨�©#04Gr§ � ¨%6]6�«�ª�U[G�§�G 
v7�¨%0 §�¨R6 � 7 � 0 «�GRz�W�«�0404G
ª �:5 G(UaGr§�G�2Z« ªv0 «<C � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � § � 2
¨ � .w/ 3 2ZGrª�§ �:5 ¨%04G ª�« � 0�caNd.JN / C�« ��5 04W#6�§�«�ª �43 C � U � C#WZG�§ �
ª � 6]W#0 §�GLC � j ¨ ª]7HG)¨�©#0bG�§�G�� � 0F@%?D. ¯0/ �ZG �43 U�« 5 «>j ¨�ª]7HGL2�ª�¨%0bGr§PGd.
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�*« ª 5 Ga0 5 ¨[0bG ª�« � 0!UaG[0 ¨�ª�«>C�«�0:0bGf6�§�G�§ � 6�§ �:5 GfC�«�0�z�WZG[C�ª8W#2Z¨[0 ¨�C � � � 6 � 3 � G 5 Gr©�© � Ga7]¨fC�« 5 � 6�¨
C � ª �45 ¨ ª�ª�«>Ga040bG<j ¨�ª]7LWd0bGLG[2d2#0 �:5 Gr§PGLCZG��h«�6]6 �43 G�« §�Ga0^.�~�¬ ­�­%�`� x

S =
3M ij(M ij −M iM j) −M ii(M jj −M jM j)

M iiM jj
.

��©y© � G[7�¨ �43 6�«�9%W � §�¨<Wy§ � 0 � X�X(Gr§�¨v0bG3ª�«�0bGaX � ¨ 3 « ª �:5 G(UaGr§�GYCZG E ª8i�~t¬®­%��¯`� 5 �y«_j ¨�ª 3 � 6 5 « � 0dUaG[0 ¨�ª�«
§�« ¨�ª �:5 ¨)G[6]68W 3 §�¨	CZG[0:0bG 6�§PGr§ � 6�§ �45 G|C�«�0�z�WZG[C�ª8W#2
¨%0 ¨ 2Z« ª�W 3 G C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «�C � § � 2Z¨ � C �

2#W 3 § � �

〈Sp〉 =
50

21〈N〉

[

1 +
25

21(〈N〉 − 1)

]−1

,

¨�U�« 〈N〉 
 � 0 3 W#7�«�ª�¨�7]«�C � ¨�C � 2#W 3 § ��5 ¨ 3 §�« 3 Wy§ � �43 W 3 G�6�j «�ªPG�C � ªPG[9%9 � ¨
r
� 3 « 5 «�6]6PGrª � ¨�2
«�ª

5 Ga0 5 ¨[0bG ª�«_04G=z�WZG 3 § � §�Q 〈S〉/〈Sp〉− 1
. ��©�© � G[7�¨Rz�W �:3 C � G 3 G[0 � X�X�Gr§�¨ 5 ¨%7�«hU[Grª � G � 0+UaG[0 ¨�ª�«_C �

§�Ga0 « z�WZG 3 § � §�Q<G[0#UaG ª � G ª�« Cy«�0!ªPG[9[9 � ¨YC�«�040 « ª�«�9 � ¨ 3 � 6�j «�ª �45 ��«
« 3 §�ª�¨R0 «hzDW#G[0 � 
�6�§PGr§�G<G[2#2d0 �45 Gr§�G
0bG 6�§�G�§ � 6�§ �:5 G Cy«�0 z�WZGaC�ª]W#2
¨%0 ¨#. /�UaG[0 ¨�ª � C � 〈S〉/〈Sp〉 − 1

5 ¨%6. �¨ §�§�« 3 Wy§ � 6�¨ 3 ¨�6�§PGr§ � 2Z¨ �
7�«�C � Gr§ � §�ªPG�0 « 5 �43 z�W�«>C � U�«�ª86�«�ª�«(Ga0 � X�X(G[X � ¨ 3 � C ��5 � G[6 5 W 3 § � 2Z¨fC ��5 G[7H2 � ¨ 3 «YC ��5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨�«
ª � 2Z¨ ª�§�G�§ � �:3 yZ9%W�ª]G ~�cq. ¬��V.

��Ga04W 3 « U ¨%0 §�« � �:3 2ZG ª�§ �45 ¨%0bGrª�«$¨%6]6�«�ª8UaG 3 C�¨>0 « C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � 6]Wf2 �45�5 ¨%0 « 6 5 G[0 «��%0bG_zDW#G 3 § � §PQ
〈S〉/〈Sp〉 − 1

Ga6]6]Wd7]«VU[G�6�§�ªPG 3 G[7�« 3 §�«vUaG[0 ¨�ª ��3 «�9`G�§ � U � . /10!2
«�ª 5 ��
<C � W 3 6 � 7 � 0 « 5 ¨%7�2Z¨�ª�§�G g
7�« 3 §�¨fC�«�040^S �43 C �45 Gr§�¨�ª�«_6�§�Gr§ � 6�§ �45 ¨ �43 §�ª�¨qCy¨ §�§�¨LCZG � � 6 � 3 � G 5 
 5 ¨%6! 682 � «�9`G © � 0 «[. K S �43 U «�ª]6 � ¨ 3 «
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C�«�0B6�«�9 3 ¨ �#G 04Wy¨%9�¨rz�WZG 3 C�¨s04G 6 5 G[0bG�6]W 5 W � ¨[6]6�« ª8U � Ga7]¨ � 0 6�¨ §�§�¨ 5 G[7�2 � ¨ 3 «fC � 2#W 3 § � �ZG
W 3 G�C � 7�« 3 6 � ¨ 3 « �43 j « ª � ¨ ª�«�¨r2ZGrªPG[9�¨ 3 G © � 0 «fG�zDWy«�0404G�Cy«�040 «H6�§�ª8Wy§�§]W�ª�«�2�ª�«�6�« 3 § � G[0:0^S �43 §�« ª 3 ¨
C�«�040 «=C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � .Y\�¨ 3 6 � C�«�ª � G[7�¨ 5 ¨%7]«�«�6�«�7�2 � ¨ � 0 5 G[6�¨}C�«�040 «RC � 6�§�ª � ©#WdX � ¨ 3 � C � § � 2
¨ � .
"vWZG 3 Cy¨ � 0�ªPGa9%9 � ¨

r
C�«�0:0bGv6�j «�ªPG 5 ��«�ªPG 5�5 � � W#C�« � 2#W 3 § � 6]W � z�WZG[0 �#5 Ga0 5 ¨[0 «�ª�«�7�¨ � 0DUaG[0 ¨�ª�« C �

S
 �43 j « ª � ¨ ª�«YG[0�ª]G[9%9 � ¨�C�«�0:0 «Y68j « ª�«�« 3 §�ª�¨ 5 W � 6�¨ 3 ¨HC � 6�§�ª � ©#W � § � � 2#W 3 § ��3 «�0:0 «YC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � C �

§ � 2Z¨ � �a7]«�C � G 3 §�« 0bG_6�§�G�§ � 6�§ �:5 G C�«�0#z�WZG[C�ª8W#2
¨%0 ¨YG 3 G[0 � X�X � G[7�¨h6�§�ª8Wy§�§]W�ª�« 7�¨%0 §�¨ 2 �	� C�« 3 6�«hC �

z�WZG 3 §�¨ 3 ¨ 3 0 ¨�6 � GRW 3 G�C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «�ª]G 3 C�¨[7 ¨%686�«�ª�UaGr§�GL68W#0404GR7]«�C�«�6 � 7HGR6 5 G[0bGq.T� 5 G[Wd6PG
C ��5 � � � 0
ªPG[2#2
¨�ª�§�¨ 〈S〉/〈Sp〉

C � U�« 3 §PGL7 �:3 ¨�ª�«_C � W 3 ¨��d2Z« ª 5 W � 〈S〉/〈Sp〉 − 1
Ga6]6]Wd7]« UaG[0 ¨�ª �

3 «�9`Gr§ � U � .
KTSAG 3 CZG[7�« 3 §�¨ C�«�0:0 « 5 W�ª�U�«Nª � 2�ª�¨qCy¨ §�§�« �:3 y#9%W�ªPG)~^cq. ¬�� 5 ¨�ª�ª � 6]2
¨ 3 C�«HG ©�©ZGa6�§�G 3 X(Gh©Z« 3 «

Gsz�WZG 3 §�¨ 5 � G[6]2
« §�§�G(UaG[7]¨ C � ¨%6]6�«�ª�U[Grª�«[.	\�¨%7]«p« ªPGs0 « 5 � §�¨pG[682Z«w§�§PG ª]6 � �T0bGs6�§�Gr§ � 6�§ �45 GrC�«�0
z�WZG[C�ª8W#2
¨%0 ¨ �43 C �45 G 5 �y« 0 «}C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � 5 ¨ 3 � 0 2 �	� 7�Grª 5 G�§�¨e« 5�5 «�686�¨�C � yZ0bG[7�« 3 §PG ª � « §�Q
ª � 6]2
« §�§�¨LGaC;W 3 GLC � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 «
ªPG 3 C�¨%7HGr§ �:5 G>6�¨ 3 ¨�z�W�«�040 «_C � § � 2Z¨ 
v.Z��«�9%W�¨ 3 ¨L0 «�C � 6�§�ª � ©#Wqg
X � ¨ 3 � C � § � 2
¨ m «�C � .a�*«�ª�zDWy«�6�§�SJWd0 § � 7]«BW 3 6 � 7 � 0 « 5 ¨%7H2
¨�ª�§�G[7�« 3 §�¨_2#W��2«�6]6�«�ª�« 9 � W#6�§ � y 5 Gr§�¨
2
« 3 6]G 3 C�¨fG[0+j,Gr§�§�¨ 5 �y«YG[040�SAGaW#7]« 3 §�G ª�«�Cy«�0404G=6 5 G[04G=6]W 5 W ��5 G[7�2 � ¨ 3 ¨R0 «_C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � 0 «�ª�« g
9 � ¨ 3 � 6�j «�ª �45 ��«�� �43�5 W � 6�¨ 3 ¨fC � 6�§�ª � ©#W � § � � 2#W 3 § � �#6�«�7)©�ª]G 3 ¨�j ¨ 3 Cy«�ª]6 � �43 W 3 SOW 3 �:5 G�6�§�ª]Wy§�§PW�ª]G
yZ04G[7]« 3 §�¨%6]G 5 ��«R0bGf6�§�G�§ � 6�§ �:5 GHCy«�0�zDW#G[C�ª]Wd2Z¨%0 ¨ 5 ¨�ª�ª�« §�§�G[7�« 3 §�«�ª � 0 «�UaGd.���«�9%W�¨ 3 ¨�2
¨ � 0 «<C � g
6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 � C � § � 2Z¨ � «�2Z« ªLy 3 � ª�«}z�W�«�0:0 «}C � § � 2
¨ � � 5 W � UaG[0 ¨�ª � ¨%6 5 � 0404G 3 ¨s0 � «VU�«�7�« 3 §�«
Gr§�§�¨�ª 3 ¨�G[040 ¨LX�« ª�¨�� 5 ¨%7]«3« ªPGf2�ª�«VU�«�C � © � 0 «a.

�qW#0:0bG]©#G[6�«=C�« � ª � 68W#0 §PGr§ � ¨ §�§�« 3 W�§ � 2Z¨%686 � G[7]¨�G � «�ª]7HG ª�« 5 ��«��!6�« ©�©
« 3 «�04GH6�§PGr§ � 6�§ �45 GfC�«�0
z�WZG[C�ª8W#2
¨%0 ¨ 3 ¨ 3 6 � G�6�§PGr§�G 5 ¨ 3#5 «�2 � §PG;2Z« ª2ª � 0 «VU[Grª�«<0bGHj ¨�ª87�G�C�«�0�6 �:3 9�¨%0 «R6�§�ª]Wy§�§PW�ª�«�¨%6]6�«�ª g
UaG © � 0 � �43 W 3 G<C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 «�C � 2#W 3 § � �q7HG>6�¨%0 ¨ � 0+9�ª]G[C�¨=C � y#0bG[7�« 3 §�Grª � «w§�QYC � z�W�«�6�§(SOW#0 § � 7HG
ª � 6]2
« §�§�¨=G[CHW 3 G<C � 6�§�ª � ©#W#X � ¨ 3 « 2
¨ � 686�¨ 3 � G 3 G�� «�6]6]G=6�«�7)©�ª]G �:3 9 ªPG[C�¨<C � ¨%2
«�ª]G ª�«�W 3 G#©#W�¨ 3 G
C � 6 5 ª � 7 �43 GaX � ¨ 3 «_j ª]G � U[Grª � § � 2 � C ��5 G[7�2 � ¨ 3 � C � 2dW 3 § � «�6]G[7 �:3 Gr§ � .
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\�¨ 3#5 04W#C � G[7�¨�0bGH6�«�ª � «LC � �43 CZG[9 �:3 ��5 ¨ 3 C�¨r§�§�«R6]W#0:0bGH6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 «<C � W 3 7]¨DC�«�0:0 ¨�\��Y�
C � 6 5 W�§�« 3 C�¨ � CZGr§ � ¨ §�§�« 3 Wy§ � 2
«�ªF7�«�X�X�¨ Cy«�0404G 6�§�G�§ � 6�§ �:5 G C�«�0�z�WZG[Cyª]W#2
¨%0 ¨d. �1¨%2Z¨ G(U�«�ª@ª � 2Z«w§PWqg
§�¨>04Gv7]«�C�«�6 � 7HGv2�ª�¨ 5 «�C#W�ªPG>6�«�9%W � §�GY2Z« ªT0 « C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � C �#5 ¨ 3 j ª�¨ 3 §�¨��qGr©�© � Ga7]¨2ª � 2
¨�ª�§PGr§�¨
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� CZG�§ � ¨ §�§�« 3 W�§ � �:3 yZ9%W�ª]G ~�cq. ¬��V. � «�U � C�« 3 §�« 5 ��«>0bG 5 W�ª8UaG�ª�«�0bGr§ � UaGRG[0:0bGR6 � 7LWd0bG[X � ¨ 3 «v\��Y�
�ZG W 3 G 3 C#G[7]« 3 §�¨p7]¨[0 §�¨ 6 � 7 � 0 «HGpz�W�«�040 ¨ C�«�0:0 «;C � 6�§�ª � ©dW#X � ¨ 3 � C � § � 2Z¨ �p. \ � � �:3 2 � « 3 ¨
G 5�5 ¨�ª8C�¨ 5 ¨ 3 z�WZG 3 §�¨sC�«�C�¨ §�§�¨ C#G[040�SAG 3 G[0 � 6 � C�« � ª � 6]W#0 §�Gr§ � ¨ §�§�« 3 Wy§ � 5 ¨ 3 0�S �r�q�Y. � G 3 ¨r§�Gr§�¨
�43 ¨%0 §�ª�« 5 ��« � 5 ¨%7�«�ª � 68W#0 §PG�«VU � C�« 3 §�«vCZG[0:0bGvyZ9%W�ª]G;~�cq. ¬��
�qG[0 5 ª�«�6 5 « ª�«vCy«�0+U[Ga0 ¨�ª�«_C�«�0�2#G ªPG[7�«Vg
§�ª�¨

r
0bG_6�§�Gr§ � 6�§ �45 G_C�«�0dz�WZG[Cyª]W#2
¨%0 ¨_7]¨[6�§�ª]G W 3 G_6�«�7�2�ª�« 7�Ga9%9 � ¨ ª�« G © � 0 � §PQ 3 «�0:0^S ¨%2Z« ªPG ª�«BW 3 G
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